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Resumo
Nesta dissertação, estudamos técnicas de sistemas dinâmicos em um espaço homogêneo,
especificamente os resultados principais da teoria de Ratner no espaço ΓzSLp2,Rq, onde Γ é
um reticulado em SLp2,Rq. Primeiramente mostramos que as medidas ergódicas Borelianas
de probabilidade invariantes pelo fluxo horocíclico definidas sobre ΓzSLp2,Rq tem duas
classificações, as quais nos permitem ver a rigidez do fluxo horocíclico, embora o fluxo
geodésico não tem esse comportamento rígido. Discutimos a equidistribuição das órbitas
do fluxo horocíclico usando as mesmas ferramentas que a Ratner usou na generalização
desta teoria. Finalmente, usando a R-propriedade e outros resultados auxiliares vamos
mostrar que a classificação das medidas ergódicas Borelianas de probabilidade invariantes
pelo fluxo horocíclico também pode ser feita para qualquer subgrupo discreto de SLp2,Rq.
Palavras-chave: Espaço Homogêneo. Reticulado. Teoria de Ratner. Medidas Invariantes.
Fluxo Horocíclico. Fluxo Geodésico. R-propriedade.
Abstract
In this master’s thesis, we study dynamical systems techniques on a homogeneous space,
specifically the main results of Ratner’s theory on space ΓzSLp2,Rq, where Γ is a lattice in
SLp2,Rq. First we show that the ergodic Borel probability measures invariant under the
horocyclic flow defined on ΓzSLp2,Rq have two classifications, which allow us to see the
rigidity of the horocyclic flow, although the geodesic flow does not have this rigid behavior.
We discuss the equidistribution of the orbits of the horocyclic flow using the same tools
that Ratner used in the generalization of this theory. Finally, using the R-property and
other auxiliary results we will show that the classification of ergodic Borel probability
measures invariant under the horocyclic flow can also be made for any discrete subgroup
of SLp2,Rq.
Keywords: Homogeneous Space. Ratner’s theory. Lattice. Invariant Measures. Horocyclic
Flow. Geodesic Flow. R-property.
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Introdução
O objetivo deste trabalho é apresentar uma prova simples da Conjectura de
Raghunathan para o grupo SLp2,Rq baseados nas ideas da Ratner.
Mais especificamente, seja G um grupo de Lie com a álgebra de Lie g, Γ um
subgrupo discreto de G e pi : Γ ÝÑ ΓzG o mapa de recobrimento, pipgq “ Γg, g P G; o
grupo G age pela ação à direita sobre ΓzG, x ÞÝÑ xg, x P ΓzG, g P G. Um subconjunto
A Ă ΓzG é chamado homogêneo se existe x P G e um subgrupo fechado H Ă G tal que
xHx´1 X Γ é um reticulado em A “ pipxqH. Uma medida Boreliana de probabilidade µ
em ΓzG é chamada algébrica se existe x P ΓzG e um subgrupo fechado H Ă G tal que xH
é homogêneo e µ é uma medida H-invariante Boreliana de probabilidade suportada sobre
xH. Um subgrupo U Ă G é dito unipotente se para cada u P U o mapa Adu : g ÝÑ g
é uma transformação linear unipotente de g. Existem duas versões da Conjectura de
Raghunathan, uma versão topológica e uma versão mensurável, porém, nós apresentaremos
a seguinte versão mensurável:
Conjectura de Raghunathan: Se G é um grupo de Lie conexo e U é um subgrupo
unipotente de G, então para cada reticulado Γ em G, cada medida ergódica Boreliana de
probabilidade U -invariante em ΓzG é algébrica.
Essa versão da conjectura foi introduzida em Dani (1981) para um grupo G
particular e em Margulis (1980) para um grupo G arbitrário, depois em Ratner (1991a),
Ratner (1990b) e Ratner (1991b) foram provados os três resultados a seguir:
Teorema A: Seja G um grupo de Lie conexo e U um subgrupo unipotente de G. Então
para qualquer reticulado Γ em G e cada x P ΓzG o fecho xU da órbita xU em ΓzG é
homogêneo.
Teorema B: Seja G um grupo de Lie conexo e U um subgrupo unipotente de G. Então
para qualquer subgrupo discreto Γ de G, cada medida ergódica Boreliana de probabilidade
U -invariante em ΓzG é algébrica.
Teorema C: Seja G um grupo de Lie conexo, Γ um reticulado em G e U um subgrupo
unipotente uniparamétrico de G. Então cada ponto x P ΓzG é genérico para U . Equivalen-












para cada função contínua limitada sobre ΓzG, onde νH denota uma medida Boreliana de
probabilidade H-invariante em ΓzG suportada sobre xH e U “ tuptq : t P Ru.
O Teorema C foi conjecturado em Margulis (1990), para G “ SLp2,Rq foi
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provado em Dani e Smillie (1984), depois em Ratner (1991a) foi conjecturada a seguinte
generalização:
Conjectura D: Sejam G um grupo de Lie conexo, Γ um subgrupo discreto de G e U um
subgrupo unipotente de G. Suponha que x P ΓzG e xU é compacto em ΓzG. Então
1. xU é homogêneo;
2. Se U é um subgrupo uniparamétrico de G então x é genérico para U .
Os teoremas anteriores são os principais resultados da teoria de Ratner geral,
com os quais Ratner provou a Conjectura de Raghunathan de uma forma simples. O
objetivo principal deste trabalho é considerar o caso particular G “ SLp2,Rq e demonstrar
a Conjectura de Raghunathan utilizando algumas ideias das provas dos Teoremas A, B, C.

















: t P R
+
.
A ação de U sobre ΓzG é chamada de fluxo horocíclico e a ação de A sobre ΓzG é chamada
de fluxo geodésico.
Para G “ SLp2,Rq os teoremas anteriores e a Conjectura D se transformam
nos seguintes resultados:
Teorema 0.1. Seja Γ um reticulado em G “ SLp2,Rq e x P ΓzG. Então, ou xU “ ΓzG
ou a órbita xU “ xU é periódica.
Teorema 0.2. Seja Γ um subgrupo discreto de G “ SLp2,Rq e µ uma medida ergódica
Boreliana de probabilidade U-invariante em ΓzG. Então, ou Γ é um reticulado e µ é
G-invariante ou µ está suportada sobre uma órbita periódica de U .
Teorema 0.3. Seja Γ um reticulado em G “ SLp2,Rq. Então cada ponto x P ΓzG é











para cada função contínua limitada sobre ΓzG, onde νG é uma medida Boreliana de
probabilidade G-invariante em ΓzG.
Teorema 0.4. Seja Γ um subgrupo discreto de G “ SLp2,Rq que não é um reticulado.
Suponha que x P ΓzG e xU é compacto em ΓzG. Então xU “ xU é uma órbita periódica.
Finalmente, discutimos que há um profundo contraste no comportamento
dinâmico do fluxo horociclíco e o fluxo geodésico em ΓzSLp2,Rq, porque foi mostrado em
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Sinai (1972) e em Bowen e Ruelle (1975) que há infinitas medidas ergódicas Borelianas
de probabilidade A-invariante que estão suportadas sobre ΓzG, que não são algébricas.
Também existem pontos x P ΓzG para os quais os fechos xA das órbitas geodésicas
não são variedades diferenciáveis, então podemos ver que o fluxo geodésico não tem um
comportamento rígido como o fluxo horocíclico nos Teoremas 0.1, 0.2, 0.4.
Este trabalho está organizado em quatro capítulos; um capítulo preliminar,
onde fornecemos toda a teoria básica que precisamos ao longo deste trabalho. Um segundo
capítulo, onde vamos discutir os aspectos mais importantes dos reticulados em um certo
grupo de Lie e o comportamento dos fluxos geodésico e horocíclico sobre uma certa
superfície hiperbólica. Um terceiro capítulo, onde daremos uma prova para reticulados
do Teorema de classificação das medidas invariantes pelo fluxo horocíclico e também
mostraremos que as órbitas do fluxo horocíclico estão equidistribuidas. Um capítulo final,
onde vamos introduzir a R-propriedade e forneceremos uma prova geral do Teorema de
classificação das medidas invariantes pelo fluxo horocíclico.
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1 Preliminares
Neste capítulo inicial vamos apresentar alguns conceitos e resultados funda-
mentais de grupos de Lie e teoria ergódica, depois vamos estudar o fluxo geodésico, o
fluxo horocíclico e a relação que existe entre eles. O objetivo principal deste capítulo se
baseia em fornecer toda a teoria preliminar que precisa-se para entender e demonstrar a
Conjectura de Raghunathan para o grupo SLp2,Rq na sua versão mensurável.
1.1 Grupos de Lie
Neste trabalho iremos considerar toda variedade com uma estrutura diferen-
ciável (C8), e como o elemento identidade do grupo G e X como um espaço de medida
de probabilidade. Esta seção tem duas subseções; na primeira subseção vamos introduzir
algumas ferramentas básicas de grupos de Lie e suas álgebras de Lie; na segunda subseção
vamos introduzir as propriedades básicas da medida de Haar, porém, não apresentaremos
os detalhes da sua construção e se o leitor tiver interesse pode consultar nas referências
San-Martin (2017) e Cohn (2013).
1.1.1 Grupos de Lie e suas Álgebras de Lie
Nesta subseção vamos introduzir alguns conceitos básicos para entender a
relação que existe entre a teoria de Lie e os sistemas dinâmicos em espaços homogêneos.
Para ver um desenvolvimento mais profundo e completo da teoria de Lie o leitor pode
consultar nas seguintes referências: Baker (2002), San-Martin (2017) e San-Martin (2010).
Definição 1.1. (Grupo de Lie)
Um grupo G é chamado de grupo de Lie se ele tem estrutura de variedade diferenciável e
se para todo a, b P G as operações do grupo, multiplicação m : GˆG ÝÑ G,mpa, bq “ ab
e inversão i : G ÝÑ G, ipaq “ a´1 são funções diferenciáveis.
Exemplo 1.1. O grupo das matrizes invertíveis GLpn,Rq “ tB PMpn,Rq : detpBq ‰ 0u
é um grupo de Lie. De fato, como GLpn,Rq é um subconjunto aberto do espaço vetorial
Mpn,Rq das matrizes nˆn, segue que GLpn,Rq é uma variedade diferenciável. O produto
no grupo GLpn,Rq é proveniente do produto usual de matrizes. Se X “ pxijq, Y “ pyijq P
GLpn,Rq, então Z “ XY “ pzijq dado por zij “
nÿ
k“1
xikykj é um polinômio de grau dois
nas variáveis xij, yij, portanto, o produto é uma aplicação diferenciável. Por outro lado, a
função ipXq “ X´1 para X “ pxijq P GLpn,Rq também é uma função diferenciável, pois
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DipXqV “ ´X´1V X´1 para todo V P GLpn,Rq logo, pelas duas afirmações anteriores
podemos concluir que GLpn,Rq é um grupo de Lie.
Definição 1.2. (Translações)
Seja G um grupo de Lie, então para a P G fixo definimos:
1. A aplicação La : G ÝÑ G, definida por Lapxq “ ax é chamada de translação à
esquerda por a;
2. A aplicação Ra : G ÝÑ G, definida por Rapxq “ xa é chamada de translação à
direita por a.
Definição 1.3. (Métrica Invariante)
Seja G um grupo de Lie, para a P G fixo dizemos que:
1. G possui uma métrica Riemanniana invariante à esquerda se
〈v, w〉g “ 〈pLaq˚v, pLaq˚w〉e, para todo v, w P TgG, todo g P G;
2. G possui uma métrica invariante à direita se
〈v, w〉g “ 〈pRaq˚v, pRaq˚w〉e para todo v, w P TgG e todo g P G.
pLaq˚, pRaq˚ são os pushforward das funções La e Ra no ponto g P G respectivamente.
Vamos denotar por dG a métrica invariante à esquerda (ou direita).
Definição 1.4. (Subgrupo de Lie)
Sejam G um grupo de Lie e H Ď G. Dizemos que H é um subgrupo de Lie se temos
que para todo a, b P H, o produto m˚ : H ˆ H ÝÑ H, m˚pa, bq “ ab e a inversão
i˚ : H ÝÑ H, i˚paq “ a´1 são funções diferenciáveis.
Definição 1.5. (Subrupo Discreto)
Um subgrupo de Lie H Ă G é dito discreto se para cada g P H, há uma bola aberta
Opgq Ă G tal que Opgq XH “ tgu .
Definição 1.6. (Grupo localmente compacto)
Um grupo de Lie G é dito localmente compacto se para todo g P G existe uma base de
vizinhanças compactas.
Exemplo 1.2. Seja G :“ SLp2,Rq “ tB P GLp2,Rq : detB “ 1u o grupo linear especial
das matrizes reais 2 ˆ 2, então G é um grupo de Lie conexo. De fato, é claro que G Ă
GLp2,Rq e G “ det´1pt1uq, pelo Exemplo 9.13 da refência Tu (2010) segue que 1 é um
valor regular da função det : G ÝÑ R. Além disso, dimG “ dimGLp2,Rq´1 “ 3, portanto,
G é uma subvariedade mergulhada de GLp2,Rq de dimensão 3. Pela Proposição B.3 da
referência San-Martin (2017) segue que toda subvariedade mergulhada é um subgrupo de
Lie. Portanto, G é um grupo de Lie.
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Por outro lado, usando o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt obtemos que
toda matriz B P G pode-se escrever da seguinte forma
B “ KAN,
onde K P SOp2q e AN P P , sendo P o conjunto das matrizes triangulares superior com
determinante 1. Então SLp2,Rq » SOp2q ˆ P e como SOp2q é isomorfo a esfera S1 e P é
isomorfo a R2 segue que G é conexo, pois S1 ˆ P é conexo.
Observação 1.1. Neste capítulo e ao longo deste trabalho vamos supor que todo grupo de
Lie G é Hausdorff, localmente compacto e segundo contável.
Definição 1.7. (Ação de Grupo)
Sejam G um grupo de Lie e X um espaço de medida. Definimos:
1. A ação à esquerda de G sobre X como o mapa φ1 : G ˆ X ÝÑ X mensurável,
definido por φ1pg, xq “ gx, que satisfaz as seguintes propriedades:
g1pg2xq “ pg1g2qx, e ex “ x, para todo x P X e todo g1, g2 P G;
2. A ação à direita de G sobre X como o mapa φ2 : X ˆ G ÝÑ X, definido por
φ2px, gq “ xg, que satisfaz as seguintes propriedades:
pxg1qg2 “ xpg1g2q, e xe “ x, para todo x P X e todo g1, g2 P G.
Definição 1.8. (Órbita e Estabilizador)
Seja φ : X ˆG ÝÑ X uma ação à direita, definimos para cada x P X:
1. A Órbita de x denotada por xG como o conjunto
xG :“ txg : g P Gu ;
2. O Estabilizador de x denotado por Gx como o conjunto
Gx :“ tg P G : xg “ xu .
Observação 1.2. Analogamente, se consideramos a ação de G sobre X à esquerda, também
podemos definir a órbita de x P X e o estabilizador Gx.
Definição 1.9. (Espaço Homogêneo)
Seja G um grupo de Lie agindo sobre X. Dizemos que X é um G-espaço ou simplesmente
um Espaço Homogêneo se G age transitivamente sobre X, isto é, se para todo x, y P X
existe g P G tal que gx “ y (ou xg “ y).
Exemplo 1.3. Se Γ é um subconjunto discreto de SLp2,Rq, então ΓzSLp2,Rq é um espaço
homogêneo. De fato, se x “ Γg1 e y “ Γg2, escolha g “ g´11 g2 logo, Γg1g “ Γg2. Portanto,
para todo x, y P ΓzSLp2,Rq, existe g P SLp2,Rq tal que xg “ y.
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Definição 1.10. (Álgebra de Lie)
Uma álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial B munido de um produto (Colchete)
r¨, ¨s : BˆB ÝÑ B que satisfaz as seguintes propriedades:
1. O colchete r¨, ¨s é bilinear;
2. Para cada X, Y P B, rX, Y s “ ´rY,Xs;
3. Para cada X, Y, Z P B, rX, rY, Zss “ rrX, Y s, Zs ` rY, rX,Zss.
Denotamos a álgebra de Lie como pB, r¨, ¨sq ou simplesmente B.
Observação 1.3. Sejam G um grupo de Lie e B um conjunto de campos de vetores sobre
G. O colchete usual rX, Y s “ XY ´ Y X, define uma álgebra de Lie pB, r¨, ¨sq.
Definição 1.11. (Álgebra de Lie de um Grupo)
Seja B um conjunto de campo de vetores sobre um grupo de Lie G. Então:
1. O campo X P B é invariante à esquerda se pLgq˚X “ X para todo g P G;
2. Se g Ă B é o subespaço de campos de vetores invariantes à esquerda, então pg, r¨, ¨sq é
a álgebra de Lie de G e o mapa Adg : g ÝÑ g está definido por AdgpXq “ pCgq˚pXq,
onde Cgphq “ ghg´1 com g, h P G e X P g.
Definição 1.12. (Subgrupo Unipotente)
Um subgrupo U Ă G é chamado de unipotente se para cada u P U o mapa Adu : g ÝÑ g
é uma transformação linear unipotente de g, isto é, 1 é o único autovalor de Adu. Em
particular, dizemos que um subgrupo uniparamétrico U de SLp2,Rq é unipotente se existe
um endomorfismo nilpotente N sobre Rn tal que




6 ` ¨ ¨ ¨
para todo t P R.
Exemplo 1.4. Consideremos o grupo de Lie SLpn,Rq vamos calcular o mapa Adg para
g P SLpn,Rq. De fato, pelo Teorema 8.46 da referência Lee (2013) temos que TIdSLpn,Rq é
isomorfo ao espaço das matrizes de GLpn,Rq com traço nulo, então o colchete é o comutador
de matrizes rA,Bs “ AB ´ BA com A,B P SLpn,Rq e a álgebra de Lie associada a
SLpn,Rq será denotada por slpn,Rq. Para g P SLpn,Rq fixo e X P slpn,Rq, a conjugação
por g envia expptXq a g expptXqg´1, então AdgX “ gXg´1, o qual também é uma







: t P R
+
de SLp2,Rq o mapa Adu é uma transformação linear a qual possui um único autovalor
λ “ 1, portanto, U é um subgrupo unipotente de SLp2,Rq.
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1.1.2 Medida de Haar
A medida de Haar normalmente é construída sobre grupos topológicos lo-
calmente compactos, mas todo grupo de Lie é um grupo topológico, portanto, nossa
construção faz sentido, embora existe uma forma mais simples para introduzir medidas
invariantes sobre um grupo de Lie G que utiliza as formas volume e a estrutura de variedade
diferenciável de G. Por outra parte vamos introduzir uma medida em um grupo de Lie G,
porque queremos estudar propriedades dinâmicas de G que estão relacionadas com sua
medida de Haar.
Definição 1.13. (Medida de Haar)
Uma medida de Haar em um grupo de Lie G localmente compacto é uma medida sobre a
σ-álgebra dos conjuntos Borelianos de G, a qual é invariante pelas translações no grupo,
isto é, para qualquer Boreliano A temos que µpgAq “ µpAq ou µpAgq “ µpAq para todo
g P G.
Teorema 1.1. (Existência de Medida de Haar)
Existe uma medida Boreliana µ em G aditiva contável, única a menos de multiplicação
por constante positiva que satisfaz as seguintes condições:
1. µ é invariante à esquerda (ou direita);
2. µpKq ă 8 para todo K Ă G compacto;
3. Para cada conjunto Boreliano B Ă G
µpBq “ inf tµpAq : B Ă A, A abertou ;
4. Para cada conjunto Boreliano B Ă G
µpBq “ sup tµpKq : K Ă B, K compactou .
Demonstração. Ver Teorema 3.1 da referência San-Martin (2017).
Definição 1.14. (Medida Suportada)
Sejam H um subgrupo de G e µ a medida de Haar em G. Dizemos que a medida µ está
suportada sobre H se temos que
tx P G : x P A e A aberto, enta˜o µpAq ą 0u Ă H.
Denotaremos o suporte de µ como supppµq.
Observação 1.4. Se g P G e µ é uma medida de Haar invariante à esquerda, então
pRgq˚µ ppRgq˚µpAq “ µpAg´1qq
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é uma medida de Haar invariante à esquerda assim, pela unicidade da medida de Haar
existe um ∆Gpgq ą 0 tal que
pRgq˚µ “ ∆Gpgqµ
e por definição ∆Gpgq é a função modular de G. Além disso, essa definição não depende
da escolha de µ, pois se ν “ aµ, a ą 0, então
pRgq˚paµq “ apRgq˚pµq “ ∆Gpgqν.
Em outras palavras, a função modular é uma função (na verdade um homomorfismo) em G
a valores reais que compara as medidas de Haar invariantes à esquerda com as invariantes
à direita.
Proposição 1.1. ∆G é um homomorfismo a valores no grupo multiplicativo dos reais
positivos.
Demonstração. Seja ∆G a função unimodular de G, por definição ∆Gpgq “ µpAg
´1q
µpAq
para qualquer Boreliano mensurável A tal que 0 ă µpAq ă 8. Para provar que ∆G é








Proposição 1.2. A função modular ∆G é contínua. Em particular, ∆G é mensurável.
Demonstração. Ver Proposição 3.19 da referência San-Martin (2017).
Definição 1.15. (Grupo Unimodular)
Um grupo de Lie G é dito unimodular se ∆Gpgq “ 1 para todo g P G, isto é, a medida de
Haar invariante à esquerda coincide com a medida de Haar invariante à direita.
Exemplo 1.5. O grupo G “ SLp2,Rq é unimodular. De fato, pelo Lema 3.1 e Lema 3.4
da referência Lima (2013) segue que a medida de Haar em G “ SLp2,Rq pode-se decompor
da seguinte maneira:
µG “ µK ˆ µA ˆ µU ,












: t P R
+
.
Por outro lado, temos que
dµG “ dµKdµAdµU e ∆Gpgq “ ∆Kpkq∆Apaq∆Upuq
para todo g P G tal que g “ kau com k P K, a P A e u P U. Como K » S1, A » R` e
U » R são subgrupos unimodulares inferimos que G é um grupo unimodular.
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1.2 Teoria Ergódica
A teoria ergódica pode ser abordada estudando ações de um grupo topológico
localmente compacto G sobre um espaço de medida X, em particular, se G “ Z temos
uma dinâmica discreta e se G “ R temos uma dinâmica contínua. Nesta seção iremos
estudar alguns conceitos e resultados da teoria ergódica para ações de um grupo de Lie
G localmente compacto sobre um espaço de medida de probabilidade pX,µq. Para mais
detalhes o leitor pode consultar por exemplo nas referências Einsiedler e Ward (2010) e
Bekka e Mayer (2000).
Definição 1.16. (Medida G-invariante)
Seja G agindo sobre pX,µq, dizemos que:
1. µ é invariante à esquerda se µpgAq “ µpAq para qualquer A Ă X mensurável e todo
g P G;
2. µ é invariante à direita se µpAgq “ µpAq para qualquer A Ă X mensurável e todo
g P G.
Teorema 1.2. (Recorrência de Poincaré)
Seja ϕ : X ÝÑ X uma aplicação que preserva medida. Se A Ă X é mensurável, então
quase todo x P A é infinitamente recorrente com respeito a A. Equivalentemente, o conjunto
tn P N : ϕnx P Au é infinito.
Demonstração. Seja m P N e defina Bm “ tx P A : ϕnpxq R A, n ě mu. Note que cada
Bm é mensurável e Bm “ A ´
ď
kěm
ϕ´kA. Se j ě m, então Bm X ϕ´jBm “ H, pois se
x P B, então ϕjx R Bm logo, ϕ´lBm X ϕ´pj`lqBm “ H, @l P N, @j ě m. Agora pϕ´lmqlPN é
uma sequência disjunta dois a dois, então da invariância segue que todos os elementos da
sequência tem a mesma medida e observamos que




ď µpAq ´ µpϕ´mAq
“ µpAq ´ µpAq “ 0.
Assim µpBmq “ 0 e µp
ď
mPN
Bmq “ 0, portanto, µpA ´
ď
mPN
Bmq “ µpAq e o conjunto
tn P N : ϕnx P Au é infinito.
Definição 1.17. (Função G-invariante)
Seja G agindo sobre pX,µq. Uma função f : X ÝÑ R é essencialmente invariante se para
cada g P G temos que fpgxq “ fpxq para µ-quase todo x P X. Além disso, dizemos que a
função f é G-invariante se fpgxq “ fpxq para todo g P G e todo x P X.
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Definição 1.18. (Ergodicidade)
Consideremos a ação de G sobre pX,µq preservando medida. Dizemos que a ação é ergódica
se para todo A Ă X mensurável G-invariante temos que, ou µpAq “ 0 ou µpX ´ Aq “ 0.
Lema 1.1. Suponha que G age sobre pX,µq preservando medida. Seja f : X ÝÑ R
uma função mensurável essencialmente G-invariante sobre X. Então existe uma função
G-invariante f˜ : X ÝÑ R tal que f˜ “ f µ-quase todo x P X.
Demonstração. Ver Lema 1.2 página 2 da referência Bekka e Mayer (2000).
Teorema 1.3. (Critério de Ergodicidade)
Suponha que G age sobre pX,µq preservando medida. Então as seguintes afirmações são
equivalentes:
1. A ação de G é ergódica;
2. Se f : X ÝÑ R é essencialmente G-invariante, então f é constante µ-quase sempre
em X.
Demonstração. ”1 ùñ 2” Seja f essencialmente G-invariante, pelo lema anterior podemos
considerar f como uma função G-invariante. Seja
Apn, kq “
"




, k P Z, n P N
e definamos
Bpn, kq “ tx : fpxq P Apn, kqu.
Note que Bpn, kq é mensurável, G-invariante para todo n P N, todo k P Z e que X “ď
kPZ









o qual é não vazio porque, cada intervalo tem comprimento menor que 12 logo, temos











, a interseção da
direita é compacta e possui um único ponto, então
8č
n“1
Bpkn, nq “ txu, portanto, existe
α P R tal que fpxq “ α para µ-quase todo x P X.
”2 ùñ 1” Seja A Ă X G-invariante (isto é, gA “ A, @g P G). Como XApgxq “ XApxq,
segue que ou XApxq “ 0 ou XApxq “ 1 para µ-quase todo x P X logo, ou µpAq “ 0 ou
µpX ´ Aq “ 0.
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Teorema 1.4. (Teorema Ergódico de Birkhoff)











para µ-quase todo x P X.
Demonstração. Ver Teorema 2.30 da referência Einsiedler e Ward (2010).
Exemplo 1.6. Seja θ R Q e considere a função rotação R˜θ : S1 ÝÑ S1 definida por
R˜θpe2piiαq “ e2piipα`θq. Pela Proposição 2.2 da referência Barreira (2013) as rotações
preservam a medida de Lebesgue λ em S1. Se G “ Z, então Z ˆ S1 ÝÑ S1 é a ação
definida por pn, zq ÞÝÑ R˜nθ pzq. A ação é ergódica. De fato, seja A Ă S1, S1-invariante.

















Daí segue que ane2piinα “ an, @n P Z e dado que α R Q, temos que an “ 0, @n P Z´ t0u e





obtemos que XApxq “ a0 para λ-quase todo x P S1. Portanto, ou λpAq “ 0 ou λpAq “ 1.
Proposição 1.3. Seja pX,µ, ϕq um sistema dinâmico no qual µ é uma medida ϕ-
invariante, isto é, µpϕ´1Bq “ µpBq para todo B Ă X mensurável. São equivalentes
as seguintes afirmações:







µpϕ´iAXBq “ µpAqµpBq para quaisquer A,B Ă X mensuráveis.
Demonstração. ”1 ùñ 2” Sejam A,B Ă X mensuráveis. Suponha que pX,µ, ϕq é ergódico,
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para µ-quase todo x P X logo, integrando e aplicando o Teorema da convergência monótona















µpϕ´iAX Aq “ µpAqµpAq.
Daí segue que µpAq “ µpAq2, consequentemente ou µpAq “ 0 ou µpAq “ 1.
Definição 1.19. (Strong Mixing)
Um sistema dinâmico pX,µ, ϕq, onde µ é ϕ-invariante é dito strong mixing se, para cada
A,B Ă X mensuráveis temos que
lim
nÑ8µpϕ´nAXBq “ µpAqµpBq.
Exemplo 1.7. 1. Se pX,µ, ϕq é strong mixing, então pX,µ, ϕq é ergódico. De fato,
como lim




















µpϕ´iAXBq “ µpAqµpBq logo, pela proposição anterior segue
que pX,µ, ϕq é ergódico.
2. Ergodicidade não necessariamente implica strong mixing. De fato, sejam α R Q e R˜θ
uma rotação. Se consideramos dois intervalos suficientemente pequenos A,B Ă S1,
então R˜nθAX B “ H para uma quantidade infinita de n P N logo, R˜θ não é strong
mixing.
Definição 1.20. (Função que se anula no infinito)
Seja X um espaço localmente compacto. Dizemos que a função f : X ÝÑ C se anula no
infinito se para todo  ą 0 o conjunto tx P X : |fpxq| ě u é compacto. Denotamos por
C0pXq ao conjunto de todas as funções que se anulam no infinito sobre X.
Definição 1.21. (Ação Strong Mixing)
A ação de G sobre X é dita strong mixing se a função f : G ÝÑ R definida por fpgq “
〈Agξ, η〉 se anula no infinito para todo ξ, η P L20pXq, onde Agpfpxqq “ fpg´1xq para todo
x P X e L20pXq “
"






Definição 1.22. (Ação Weak Mixing)
A ação de G sobre X é dita weak mixing se a restrição de A em L20pXq
A0 : g ÞÑ A0g : L20pXq ÝÑ L20pXq não tiver uma subrepresentação finita, isto é, não há
subespaços próprios G-invariantes de dimensão finita sobre L20pXq.
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Exemplo 1.8. A ação de G “ SLp2,Zq sobre o toro 2-dimensional T2 “ R2{Z2 não é







: m P Z
+
, H é um














, tomando a projeção pi2px1, x2q “ x2 vemos
que pi2 é H-invariante e ação de H sobre T2 não é ergódica logo, G não age de forma
strong mixing sobre T2.
Teorema 1.5. Se G é um grupo localmente compacto que está agindo continuamente
sobre um espaço metrizável Z. Cada uma das seguintes afirmações implica a seguinte:
1. Cada órbita é localmente fechada (isto é, aberta no seu fecho);
2. O espaço das órbitas Z{G é T0 (isto é, os conjuntos abertos separam os pontos de
Z{G);
3. Há uma sequência pEnqnPN de subconjuntos Borelianos que separa os pontos de Z{G;
4. Cada medida µ ergódica Boreliana invariante está suportada sobre uma órbita.
Demonstração. Ver Teorema 2.20 página 29 da referência Bekka e Mayer (2000).
Definição 1.23. (O conjunto M1pX,Gq)
Se G está agindo sobre X, definimos o conjunto M1pX,Gq como o conjunto de todas as
medidas de probabilidade G-invariantes sobre pX,Bq, onde B é uma σ-álgebra sobre X.
Proposição 1.4. O conjunto M1pX,Gq é um subconjunto convexo do espaço de todas as
medidas sobre pX,Bq.
Demonstração. Sejam ν0, ν1 PM1pX,Gq, então µpXq “ tν0pXq ` p1´ tqν1pXq “ t` p1´
tq “ 1 para t P r0, 1s, portanto, µ PM1pX,Gq e assim M1pX,Gq é convexo.
Proposição 1.5. Uma medida µ PM1pX,Gq é ergódica se, e somente se, µ é um ponto
extremo de M1pX,Gq, isto é, µ não pode ser escrita como combinação linear convexa de
dois elementos distintos de M1pX,Gq.
Demonstração. ” ùñ ” Suponha que existe t P p0, 1q tal que µ “ tν0 ` p1 ´ tqν1 para
ν0, ν1 P M1pX,Gq. Observe que µ é absolutamente contínua com respeito a ν0, pelo




lado, pela invariância de ν0 segue que ν0pEq “ ν0pg´1Eq “
ż
g´1E







fdµ, daí segue que fpgxq “ fpxq para µ-quase todo x P X e f é
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constante pelo Teorema 1.3. Portanto, µ “ ν0 e µ é um ponto extremo.
” ðù ” Seja A Ă X G-invariante. Suponha que µpAq ‰ 0 e µpAq ‰ 1. Definamos
ν0pBq “ µpB X Aq
µpAq
e
ν1pBq “ µpB X pX ´ Aqq
µpX ´ Aq .
Da invariância de A segue que ν0, ν1 são G-invariantes logo, µpBq “ µpAqν0pBq ` p1 ´
µpAqqν1pBq, o qual contradiz o fato de µ ser ponto extremo.
Teorema 1.6. (Teorema de Decomposição Ergódica)
Suponha que G age continuamente sobre um espaço metrizável Z localmente compacto.
Seja µ uma medida Boreliana G-invariante em Z. Então existe um espaço de medida
pY, νq e espaços de medidas pZy, µyq, y P Y tais que Zy Ă Z são G-invariantes e





2. A ação de G restrita a cada Zy é ergódica com respeito a µy para quase todo y P Y.
Demonstração. Ver Teorema 3.2 página 31 da referência Bekka e Mayer (2000).
Teorema 1.7. (Existência de Medidas Invariantes)
Sejam X um espaço compacto segundo contável e ϕ : X ÝÑ X uma função contínua.
Então existe uma medida µ, finita e ϕ-invariante em X.
Demonstração. Ver Teorema 4.1 da referência Einsiedler e Ward (2010).
Corolário 1.1. Sobre as mesmas hipóteses do teorema anterior, existem medidas ergódicas
de probabilidade para ϕ.
Demonstração. Suponha que as hipóteses do teorema anterior são satisfeitas. Então o
conjunto M1pX,ϕq é convexo, não vazio e compacto na topologia fraca-˚ de C0pXq logo,
pelo Teorema de Krein-Millman existem pontos extremos em M1pX,ϕq, portanto, existem
medidas ergódicas de probabilidade ϕ-invariante sobre X.
Definição 1.24. (Unicidade Ergódica)
Uma ação de G sobre X é dita unicamente ergódica se existe uma única medida de
probabilidade G-invariante.
Definição 1.25. (Ponto Genérico)
Seja φ : X ÝÑ X. Um ponto x P X é dito genérico com respeito à medida µ se para toda
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1.3 O Fluxo Geodésico e o Fluxo Horocíclico em T 1H2
Nesta seção vamos definir o fluxo geodésico e o fluxo horocíclico definidos no
fibrado tangente unitário do plano hiperbólico H2, depois vamos estabelecer uma relação
entre os fluxos. Isto é muito importante, porque no seguinte capítulo vamos considerar
o fluxo geodésico e o fluxo horocíclico sobre uma certa superfície hiperbólica. Para mais
detalhes o leitor pode consultar nas referências Katok e Hasselblatt (1995) e Bekka e
Mayer (2000).
Definição 1.26. (Plano Hiperbólico)
Definimos o plano hiperbólico ou (semiplano superior de Poincaré), denotado por H2 como
o conjunto
H2 :“ tz P C : Imz ą 0u .
Figura 1 – Plano hiperbólico H2
Observação 1.5. 1. H2 é uma variedade Riemanniana de dimensão dois, com a mé-
trica hiperbólica xu, vyz “ 1
y2
xu, vy, para z “ x` iy e u, v P TzH2.
2. T 1H2 “ tpz, ζq P TH2 : }ζ}z “ 1u denota o fibrado tangente unitário e TH2 » H2ˆC.
Lema 1.2. As geodésicas de H2 são as retas verticais ou os círculos com centro no eixo
real.
Demonstração. Ver Lema 1.6 página 39 da referência Bekka e Mayer (2000).
Figura 2 – Geodésicas de H2
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P SLp2,Rq e C8 “ C Y t8u a compactificação de Alexandroff do
plano complexo. Considere as transformações g : C8 ÝÑ C8, definidas por g ¨ z “ az ` b
cz ` d.
Dizemos que a restrição de g a H2 g : H2 ÝÑ H2 é uma transformação de Möbius. Vamos
denotar por M ao conjunto de todas as transformações de Möbius.
Observação 1.6. As transformações de Möbius estão bem definidas. De fato, se z “
x` iy P H2 e g PM, então
g ¨ z “ az ` b
cz ` d “
acpx2 ` y2q ` pad` bcqx` bd
|cz ` d|2 ` i
y
|cz ` d|2 P H
2.
Proposição 1.6. SLp2,Rq age transitivamente sobre H2. Em particular, H2 é homogêneo.
Demonstração. Pela observação anterior temos que g ¨H2 “ H2 para todo g P SLp2,Rq.
Sejam z, w P H2 então, existe g P SLp2,Rq tal que g ¨ z “ w. De fato, fixe z “ i e seja







temos que g ¨ z “ w, portanto, SLp2,Rq age
transitivamente sobre H2.
Lema 1.3. A ação definida por PSLp2,Rq “ SLp2,Rq{t˘Idu sobre H2 é uma isometria.
Demonstração. Tome g P SLp2,Rq. Então
Dzg “ aId ¨ pcz ` dq ´ cId ¨ paz ` bqpcz ` dq2
Dzgpζq “ aζpcz ` dq ´ cζpaz ` bqpcz ` dq2 “
pad´ bcqζ
pcz ` dq2
}Dzgpζq}g¨z “ |ζ||cz ` d|2 “ }ζ}z
logo, g : H2 ÝÑ H2 é uma isometria para todo g P SLp2,Rq, em particular a ação preserva
geodésicas.
Lema 1.4. A ação de PSLp2,Rq sobre T 1H2 é transitiva. Além disso, T 1H2 pode ser
identificado com PSLp2,Rq.
Demonstração. Seja pz, ζq P T 1H2. Note que
g ¨ pz, ζq “ pg ¨ z,Dzgpζqq “
ˆ
g ¨ z, 1pcz ` dq2 ζ
˙
,
então PSLp2,Rq age sobre T 1H2. Tome z0 “ i e ζ0 o vetor unitário tangente no ponto
z0 apontando na direção positiva do eixo imaginário. Sejam pz, ζq P T 1H2, L a parte
positiva do eixo imaginário e γz,ζ a única geodésica determinada por pz, ζq (isto é, γz,ζp0q “
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z, γ1z,ζp0q “ ζ). Como na Proposição 1.6 podemos escolher g P PSLp2,Rq de tal forma
que g ¨ L “ γ e gpz0q “ z. Como a transformação g preserva orientação, então essa
transformação vai ser única se impomos a seguinte condição Dz0gpζ0q “ ζ, pois se existisse
outra h P PSLp2,Rq teríamos que gh´1 fixa o vetor ζ0 e gh´1 seria uma rotação logo,
g “ ˘h, consequentemente g “ h. Portanto, a ação de PSLp2,Rq sobre T 1H2 é transitiva.
Por outra parte, T 1H2 pode ser identificado com PSLp2,Rq pela seguinte bijeção
pz, ζq ÞÝÑ gzζ ,
onde gzζ é o único elemento g P PSLp2,Rq tal que g ¨ pz0, ζ0q “ pz, ζq logo, a unicidade
do elemento gzζ garante que a bijeção é contínua e assim T 1H2 pode ser visto como um
grupo de Lie.
Definição 1.28. (Fluxo Geodésico em T 1H2)
O fluxo geodésico é o fluxo definido sobre T 1H2 cujas órbitas são as geodésicas de H2
parametrizadas por comprimento de arco, isto é, sejam pz, ζq P T 1H2 e γz,ζ a única
geodésica tal que γz,ζp0q “ z, γ1z,ζp0q “ ζ, o fluxo geodésico pgtqtPR é dado por gtpz, ζq “
pγz,ζptq, γ1z,ζptqq, ele está bem definido, devido a que H2 é uma variedade completa.
Figura 3 – Fluxo geodésico sobre T 1H2
Teorema 1.8. O fluxo geodésico sobre T 1H2 corresponde ao fluxo sobre o grupo PSLp2,Rq
dado pela translação à direita








Demonstração. Sejam z0 “ i e ζ0 o vetor unitário que aponta na direção positiva do eixo
imaginário. Da descrição das geodésicas em H2 observamos que





0i` e´t2 , e
tζ0
¸
“ paptq ¨ z0, 1
e´t
ζ0q “ aptq ¨ pz0, ζ0q.
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Agora, para pz, ζq P T 1H2 arbitrário, seja gzζ P PSLp2,Rq tal que pz, ζq “ gzζpz0, ζ0q.
Como gzζ é uma isometria e mais ainda preserva geodésicas, segue que
gtpz, ζq “ gtpgzζpz0, ζ0qq “ gzζ ¨ pgtpz0, ζ0qq “ gzζ ¨ aptqpz0, ζ0q.
Portanto, o fluxo geodésico é a translação à direita g ÞÝÑ gaptq.
Figura 4 – Fluxo geodésico em PSLp2,Rq-coordenadas
Definição 1.29. (Horocíclicos)
Os círculos tangentes ao eixo real no ponto x P R são chamados de horocíclicos centrados
em x e para r P R` o conjuntos R ` ir “ tt ` ir : t P Ru são chamados de horocíclicos
centrados no infinito.
Figura 5 – Horocíclicos em H2
Figura tomada da referência Bekka e Mayer (2000)
Definição 1.30. (Fluxo Horocíclico em T 1H2)
Sejam pz, ζq P T 1H2. Consideremos zt um ponto no círculo limite C`8 que está a uma
distância t de z (orientação positiva C8) e ζt o vetor unitário que aponta para dentro
sobre zt, a aplicação h`t : T 1H2 ÝÑ T 1H2 definida por:
h`t pz, ζq “ pzt, ζtq é chamada de fluxo horocíclico positivo (direção estável). Analogamente,
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para zt no círculo limite C´8 que está a uma distância t de z (orientação negativa C´8)
e ´ζt o vetor unitário que aponta para fora sobre zt, a aplicação h´t : T 1H2 ÝÑ T 1H2
definida por:
h´t pz, ζq “ pzt,´ζtq é chamada de fluxo horocíclico negativo (direção instável).
Figura 6 – Fluxo horocíclico em T 1H2
Figura tomada da referência Bekka e Mayer (2000)
Teorema 1.9. Com a identificação T 1H2 » PSLp2,Rq, o fluxo horocíclico h`t (resp. h´t )
é a translação à direita











Demonstração. Seja z0 “ i e ζ0 o vector unitário tangente a z0 que aponta na direção
positiva do eixo imaginário. Se pz`t , ζ`t q “ h`t pz0, ζ0q, então z`t “ t ` i e ζ`t “ ζ0. Além
disso,





¨ pz0, ζ0q “ pi` t, ζ0q,
portanto, h`t “ uptq ¨ pz0, ζ0q. Pelo Lema 1.4 e o argumento da prova do Teorema 1.8
é suficiente considerar z0 “ i, então o fluxo horocíclico h`t é a translação à direita
g ÞÝÑ guptq. Analogamente podemos raciocinar para h´t e obter que h´t é a translação à
direita g ÞÝÑ ghptq.
Proposição 1.7. O fluxo geodésico e o fluxo horocíclico estão conectados pelas seguintes
relações:




Em outras palavras, o fluxo geodésico normaliza o fluxo horocíclico, o contrai na direção
positiva e o expande na direção negativa.
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Figura 7 – Órbitas do fluxo horocíclico em PSLp2,Rq-coordenadas
Demonstração. Pelo Teorema 1.8 sabemos que o fluxo geodésico sobre T 1H2 » PSLp2,Rq
é a translação à direita g ÞÝÑ gaptq e pelo Teorema 1.9 o fluxo horocíclico uptq (resp. hptq)
é a translação à direita




Figura 8 – Geodésicas e Horocíclicos em H2
Observação 1.7. O fluxo horocíclico na direção positiva uptq pode ser visto como a
parametrização por comprimento de arco de cada folha estável de T 1H2. Analogamente,
o fluxo horocíclico na direção negativa hptq pode ser visto como a parametrização por
comprimento de arco de cada folha instável de T 1H2, para mais detalhes o leitor pode
consultar na referência Lima (2013). Além disso, o fluxo geodésico contrai o fluxo horocíclico
na direção estável e o expande na direção instável.
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2 Reticulados em SLp2,Rq
Neste capítulo vamos estudar os reticulados em grupo de Lie G localmente
compacto e segundo contável. Em particular, nós apresentaremos alguns resultados e
exemplos relacionados com os grupos SLp2,Rq e PSLp2,Rq, que mais adiante serão
utilizados. Para mais detalhes o leitor pode consultar nas referências Lima (2013) e Bekka
e Mayer (2000). Ao longo deste trabalho vamos escrever g ¨ x ou simplesmente gx para
denotar que o elemento g P G está agindo sobre o elemento x P X.
2.1 Reticulados e Domínios Fundamentais
Considere um subgrupo fechado H para o grupo de Lie G. Tome as medidas
de Haar νG em G e νH em H; suponha que ∆G{H “ ∆H . Seja X “ G{H, podemos definir
νXpEq “ νGppi´1pEqq, onde pi : G ÝÑ G{H, x ÞÝÑ xH é um mapa de recobrimento.







fpxhqdνHdνXp 9xq, 9x “ xH;
Logo, podemos observar que a medida νX é G-invariante.
Definição 2.1. (Reticulado)
Um reticulado Γ é um subgrupo discreto de G tal que ΓzG (ou G{Γ) possui uma medida
Boreliana G-invariante finita. Além disso, se ΓzG (ou G{Γ) é compacto, dizemos que o
reticulado é uniforme ou cocompacto.
Exemplo 2.1. Vamos considerar o toro n-dimensional Tn com a medida de Lebesgue.
Então Zn é um reticulado em Rn, pois pela Proposição 2.6 da referência Barreira (2013)
temos que Rn{Zn “ Tn possui uma medida Boreliana finita invariante. Além disso, Zn é
um reticulado cocompacto, porque Tn é compacto.
Proposição 2.1. Se Γ é um reticulado em G, então G é unimodular.
Demonstração. Sejam Γ um reticulado e νG a medida de Haar em G. Como Γ é discreto
pela unicidade da medida de Haar segue que νΓpsγ´1q “ νΓpsq “ ∆ΓpγqνΓpsq para γ, s P Γ






XSpxγqdνΓpγqdνXp 9xq, 9x “ xΓ, S Ă G;





νΓpx´1SqdνXp 9xq, 9x “ xΓ.
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Se x´1S X Γ é infinito, existe an “ x´1sn Ñ a “ x´1s, n Ñ 8 com sn, s P S, como Γ
é fechado segue que a P Γ, o qual não pode ser possível e portanto, µGpSq ă 8. Pela
















Então ∆Gpσq “ 1 para todo σ P Γ e assim Γ Ă ker ∆G. Como G{ ker ∆G possui uma
medida finita, então G{ ker ∆G é compacto e G{ ker ∆G » Im∆G, pelo primeiro Teorema
de Isomorfismos temos que Im∆G “ t1u e consequentemente segue que G “ ker ∆Gpgq
para todo g P G, portanto, ∆Gpgq “ 1 para todo g P G.
Definição 2.2. (Grupo Fuchsiano)
Seja G um grupo de Lie agindo sobre um espaço localmente compacto X. Dizemos que:
1. Um subgrupo discreto Γ Ă PSLp2,Rq é chamado de grupo Fuchsiano.
2. A ação de G em X é dita propriamente descontínua se para dois compactos quaisquer
L,K Ă X temos que tg P G : gK X L ‰ Hu é finito.
Lema 2.1. Seja Γ Ă PSLp2,Rq um subgrupo discreto infinito, então Γ é Fuchsiano se, e
somente se, a ação de Γ sobre H2 é propriamente descontínua.
Demonstração. ”1 ùñ 2” Suponha que Γ Ă PSLp2,Rq é Fuchsiano. Tome K Ă H2
compacto, z0 P H2 e E “ tg P SLp2,Rq : gz0 P Ku vamos provar que E é fechado e
limitado. De fato, se pgnqnPN Ă E tal que gn Ñ g quando nÑ 8, então gnz0 Ñ gz0 quando
nÑ 8 logo, gz0 P K e assim g P E, portanto, E é fechado.





P E. Como K é compacto existem M, δ ą 0 tais
que }z} ď M, @z P K e Imz ě δ, @z P K. Em particular, }gz0} “
››››az0 ` bcz0 ` d
›››› ď M e
δ ď Imgz0 “ Imz0}cz0 ` d}2 logo,
}cz0 ` d}2 ď Imz0
δ
e
}az0 ` b}2 ď MImz0
δ
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e daí segue que E é limitado, portanto, E é compacto. Agora, tome L,H Ă H2 compactos
e observe que
tg P Γ : gLXK ‰ Hu “
ď
z0PL
tg P Γ : gz0 P Ku Ă E
e assim tg P Γ : gLXK ‰ Hu é finito, pois Γ é discreto e infinito.
”2 ùñ 1” Suponha que Γ não é discreto, então existe uma sequência pγnqnPN Ă Γ tal que
γn Ñ e quando nÑ 8. Tome z0 P H2, γnz0 Ñ z0 quando nÑ 8, isso implica que a ação
não é propriamente descontínua, pois tg P G : gK X L ‰ Hu não é finito.
Definição 2.3. (Domínio Fundamental)
Seja G um grupo de Lie agindo sobre um conjunto localmente compacto X por homeomor-






2. g1F X g2F “ H, para todo g1 ‰ g2, g1, g2 P G.
Além disso, se Γ é um subgrupo de G que age sobre X, dizemos que o domínio fundamental
F é Boreliano se:




γF q “ 0;
3. µpγ1F X γ2F q “ 0 para todo γ1 ‰ γ2, γ1, γ2 P Γ.
Exemplo 2.2. Considere G “ Zn agindo sobre X “ Rn por translações x ÞÝÑ x`m com
m P Zn, x P Rn. Então F “ p0, 1qn “ tpx1, x2, ..., xnq P Rn : 0 ă x1, x2, ..., xn ă 1u é um
domínio fundamental, pois Zn é um subgrupo discreto de Rn.
Definição 2.4. (Região de Dirichlet)
Seja Γ um subgrupo discreto de PSLp2,Rq. O conjunto
D :“ tz : dpz, pq ă dpz, γpq, para todo γ P Γ´ teuu ,
é chamado de região de Dirichlet para Γ.
Lema 2.2. Seja Γ um subgrupo discreto PSLp2,Rq. Para a ação de Γ sobre H2, regiões
de Dirichlet são domínios fundamentais.
Demonstração. Seja D uma região de Dirichlet. Suponha que H2´D não é fechado, existe
uma sequência pznqnPN Ă H2 ´D tal que zn Ñ z P D quando nÑ 8. Então existe uma
sequência pγnqnN Ă Γ tal que dpzn, pq ě dpzn, γnpq, para algum γ ‰ e logo a sequência
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pγnpqnPN é limitada. Como Γ age propriamente descontinuamente segue que pγnqnPN é finita.
Agora passando a uma subsequência obtemos que
dpz, pq “ lim
nÑ8 dpzn, pq ě limnÑ8 dpzn, γnpq “ dpz, γpq,
para algum γ ‰ e. Isto contradiz o fato z P D. Portanto, D é aberto.
1. Afirmação: H2 “
ď
γPΓ
γD. De fato, dado z P H2 fixo e a Γ-órbita de z0 (Γz0) é discreta,
então existe z P Γz0 tal que
dpz, pq ď dpγz0, pq “ dpz0, γ´1pq
para todo γ P Γ, pois γ é isometria. Considere o segmento rp, zq Ă D, como





2. Afirmação: D X γD “ H, @γ P Γ´ teu. De fato, para z1, z2 P D tais que z1 “ γz2
temos que
dpz1, pq ă dpz1, γ˜pq “ dpγz2, γ˜pq “ dpz2, γ´1γ˜pq
para todo γ˜ P Γ ´ teu. Assim dpz1, pq ă dpz2, pq em particular quando γ´1γ˜ “ e.
Note que z2 “ γ´1z1, mas
dpz2, pq ă dpz2, γ´1pq “ dpγ´1z1, γ´1pq “ dpz1, pq,
o qual é uma contradição, portanto, D X γD “ H.
Lema 2.3. Suponha que G é um grupo localmente compacto unimodular que age transi-
tivamente sobre um espaço compacto X e que o estabilizador K de um ponto x0 P X é
compacto. Seja µ uma medida Boreliana G-invariante sobre X » G{K. Seja Γ um subgrupo
discreto de G. Suponha que existe um domínio fundamental Boreliano F para a ação de Γ
sobre X com medida finita. Então Γ é um reticulado em G.
Demonstração. Ver Lema 2.11 página 48 da referência Bekka e Mayer (2000).
Exemplo 2.3. SLp2,Zq é um reticulado em SLp2,Rq. De fato, nós sabemos que SLp2,Rq
age transitivamente sobre H2 pelas transformações de Möbius. A medida y´2dxdy sobre
H2 é invariante pela ação de SLp2,Rq, pois pelo Teorema de Mudança de Variáveis como
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para toda f integrável sobre H2, tomando f “ 1 segue a invariância da medida y´2dxdy
em H2. Por outro lado, Γi “ tγ P SLp2,Rq : γi “ iu é o estabilizador do elemento i P H2,
mas note que Γi “ SOp2q. Como SLp2,Rq é localmente compacto, unimodular e Γi é um
conjunto compacto, podemos considerar a seguinte identificação
SLp2,Rq{Γi » H2,
então para demonstrar que SLp2,Zq é um reticulado em SLp2,Rq é suficiente encontrar
um domínio fundamental F para a ação de SLp2,Zq sobre H2, pois SLp2,Zq é um subgrupo
discreto de SLp2,Rq que também age transitivamente sobre H2. Pelo Exemplo 2.7, página
45 da referência Bekka e Mayer (2000) o conjunto
Figura 9 – Domínio fundamental para o grupo modular
Figura tomada da referência Bekka e Mayer (2000)
F :“
"
z P H2 : |z| ą 1, |Rez| ă 12
*

































Portanto, o domínio fundamental F possui uma medida finita, então pelo Lema 2.3 podemos
concluir que SLp2,Zq é um reticulado em SLp2,Rq.
Definição 2.5. (Vértice no Infinito )
Seja D uma região de Dirichlet para um subgrupo discreto de PSLp2,Rq. A interseção
de dois segmentos geodésicos sobre a fronteira de D é chamado de vértice, mas existem
vértices que pertencem a RY t8u, tais vértices são chamados de vértices no infinito.
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Teorema 2.1. (Siegel)
Seja Γ um subgrupo discreto de PSLp2,Rq. Para a ação de Γ sobre H2, cada região de
Dirichlet para Γ tem uma quantidade finita de lados.
Demonstração. Ver Teorema 2.14 página 51 da referência Bekka e Mayer (2000).
Definição 2.6. (Elemento Parabólico)
Dizemos que g P SLp2,Rq é um elemento parabólico se ele tem exatamente um ponto fixo






Além disso, definimos um subgrupo parabólico de Γ como o subgrupo cíclico gerado por um
elemento parabólico em Γ.
Definição 2.7. (Cúspide)
Seja Γ um subgrupo discreto de PSLp2,Rq. Uma Cúspide de Γ é uma Γ-órbita de um
vértice no infinito para um domínio de Dirichlet D.
Lema 2.4. Seja Γ um reticulado em PSLp2,Rq contendo um elemento parabólico que fixa
um ponto x P RY t8u . Seja D uma região de Dirichlet para Γ. Então x é um vértice no
infinito para δD para algum δ P Γ. Além disso, existe um disco aberto Ω em H2 tangente
ao eixo real em x com as seguintes propriedades:
1. γΩ “ Ω para todo γ P Γx (Estabilizador de x em Γ);
2. γΩX Ω “ H para todo γ P Γ, γ R Γx.
Demonstração. Ver Lema 2.19 página 55 da referência Bekka e Mayer (2000).
Corolário 2.1. Um reticulado Γ em SLp2,Rq é cocompacto se, e somente se, Γ não tem
elementos parabólicos.
Demonstração. Ver Corolário 2.20 página 56 da referência Bekka e Mayer (2000).
Observação 2.1. 1. As cúspides de Γ podem ser identificadas com os vértices no
infinito x1, x2, ..., xn de uma região de Dirichlet D para Γ, pois existe uma bijeção
entre as cúspides de Γ e as classes de conjugação do subgrupo parabólico maximal de
Γ.
2. Seja Γ um reticulado não cocompacto em G “ SLp2,Rq e seja D uma região
de Dirichlet para a ação de Γ sobre H2. Pelo Teorema de Siegel D possui uma
quantidade finita de vértices no infinito. Sejam x1, x2, ..., xn tais vértices no infinito,
então xi “ gi ¨ 8 para algum gi P SLp2,Rq, i “ 1, 2, ..., n. Para c ą 0, seja Ωc o
subconjunto de H2
tz P H2 : Imz ą cu.
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onde D0 é um subconjunto com fecho compacto em H2.





























: t P R
+
.
A ação de U sobre ΓzG é o fluxo horocíclico e a ação de A sobre ΓzG é o fluxo geodésico.
No capítulo anterior vimos que os subgrupos de G considerados acima, satisfazem as
seguintes relações de comutação:
upsqaptq “ aptqupse´2tq, hpsqaptq “ aptqhpse2tq, s, t P R. (2.1)
Proposição 2.2. Sejam x1, x2, ..., xn P RYt8u as cúspides de Γ, e g1, g2, ..., gn P SLp2,Rq
tais que xi “ gi ¨ 8, 1 ď i ď n. Então x “ Γg P ΓzSLp2,Rq tem uma órbita periódica pelo
fluxo horocíclico se, e somente se, existem γ P Γ, uma matriz triangular superior P e um
índice i0 com 1 ď i0 ď n, tais que γg “ gi0p.
Demonstração. Cada xi é um ponto fixo de um elemento parabólico γi P Γ, então os
autovalores de γi são ambos 1 (ou ´1). Além disso,
g´1i γigi ¨ 8 “ g´1i γi ¨ xi “ g´1i ¨ xi “ 8.
Então, g´1i γigi é uma matriz triangular superior da forma upxq, onde x P R. Por outra
parte, todos os pontos fixos dos elementos parabólicos de Γ são da forma γi ¨ xi para γ P Γ
adequado e 1 ď i ď n.
” ùñ ” Seja X “ ΓzSLp2,Rq e suponha que x “ Γg P X tem uma órbita periódica, então
Γguptq “ Γg para algum t ą 0 logo, existe γ P Γ com guptq “ γg e consequentemente
γ “ guptqg´1 é um elemento parabólico em Γ, o qual fixa g ¨ 8. Portanto, existe γ˜ P Γ e
i0 P t1, ...., nu tal que
g ¨ 8 “ γ˜ ¨ xi0 “ γ˜gi0 ¨ 8
Capítulo 2. Reticulados em SLp2,Rq 42
logo, temos que g´1γ˜gi0 ¨ 8 “ 8. Então, g´1i0 γ˜´1g é uma matriz triangular superior e
γ˜´1g “ gi0p, onde p “ g´1i0 γ˜´1g.
” ðù ” Seja g “ gip, para uma matriz triangular superior p “ apτqupyq, pelas identidades






“ Γgiupt0 ` te2τ qp
“ Γgipupt0e´2τ ` tq
“ Γx0upt0e´2τ ` tq
Assim, t0e´2τ é o período da órbita Γgip, portanto x “ Γg tem uma órbita periódica.
Definição 2.8. (O conjunto Eiprq)
Seja Γ um reticulado não cocompacto em G “ SLp2,Rq. Sejam x1, x2, ...., xn P R Y t8u
as cúspides de Γ identificadas com os vértices no infinito x1, x2, ..., xn de uma região de
Dirichlet D para Γ. Sejam g1, g2, ...., gn P SLp2,Rq tais que xi “ gi ¨ 8, 1 ď i ď n. Para
r ą 0, g P G definimos os conjuntos











: θ P r0, 2pis
+
» SOp2q.
Observação 2.2. 1. Cada conjunto Eiprq é um subconjunto aberto de G, isto não é
difícil de provar, pois τ P pr,8q e assim cada conjunto Eiprq não tem bordo.
2. Para c ą 1 e r “ ln c2 temos queď
ln c
2 ăτă8





















“ tz P H2 : Imz ą cu.
Capítulo 2. Reticulados em SLp2,Rq 43
Proposição 2.3. Seja Γ um reticulado não cocompacto em G “ SLp2,Rq. Consideremos
a projeção de recobrimento pi : G ÝÑ ΓzG “ X. Para r0 ą 0 suficientemente grande são
válidas as seguintes afirmações:
1. pipEipr0qq X pipEjpr0qq “ H para todo 1 ď i, j ď n com i ‰ j;
2. Se γ1Eipr0q X γ2Eipr0q ‰ H para certos γ1, γ2 P Γ, então γ1Eipr0q “ γ2Eipr0q. Em
particular,




Xr0 “ X ´
nď
i“1
pipEipr0qq é compacto em X.
Demonstração. Suponha que Γ é um reticulado não cocompacto em SLp2,Rq e
pi : SLp2,Rq ÝÑ ΓzSLp2,Rq é a projeção de recobrimento. Sejam c ą 1 e r0 “ ln c2 ą 0.
1. Consideremos i ‰ j com i, j P t1, 2, ..., nu. Como pipEipr0qq “ ΓEipr0q e pipEjpr0qq “
ΓEjpr0q, então da observação anterior segue que
ΓEipr0q ¨ i “ Γgi ¨ Ωc e ΓEjpr0q ¨ i “ Γgj ¨ Ωc,
onde Ωc “ tz P H2 : Imz ą cu. Pela parte 2 da Observação 2.1 temos que gj ¨ΩcXgi ¨Ωc “ H
logo, ΓEipr0q X ΓEjpr0q “ H e assim pipEipr0qq X pipEjpr0qq “ H.
2. Suponha que γ1Eipr0q X γ2Eipr0q ‰ H para certos γ1, γ2 P Γ. Pela observação anterior
temos que
γ1Eipr0q ¨ i “ γ1gi ¨ Ωc e γ2Eipr0q ¨ i “ γ2gi ¨ Ωc.
Então γ1gi ¨ Ωc X γ2gi ¨ Ωc ‰ H, o qual contradiz a parte 2 do Lema 2.4, pois gi ¨ Ωc é
um disco tangente ao eixo real em xi. Portanto, γ1Eipr0q “ γ2Eipr0q. Finalmente, como
cada Eipr0q é aberto, observamos que Xr0 é fechado, da parte 2 da Observação 2.1 e do
raciocínio anterior segue que Xr0 é compacto em X e




2.2 O Fluxo Geodésico e o Fluxo Horocíclico sobre Superfícies Hi-
perbólicas
Nesta seção vamos a estudar o fluxo geodésico e o fluxo horocíclico definidos
sobre uma superfície hiperbólica. Dizemos que uma superfície completa, orientável e
diferenciável é dita hiperbólica se ela tem curvatura constante igual a -1.
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Figura 10 – Exemplo de uma superfície hiperbólica
Observação 2.3. 1. O plano hiperbólico H2 da origem a todas as superfícies hiperbóli-
cas, pois o Teorema de Uniformização de Riemman garante que se X é uma superfície
hiperbólica, então o seu recobrimento universal é H2. Em outras palavras, X “ ΓzH2,
onde Γ é um subgrupo discreto de isometrias de H2 preservando orientação e neste
caso TX “ ΓzTH2.
2. Consideremos pz, ζq P T 1H2, z P H2, ζ P r0, 2piq. Seja λ uma medida sobre T 1H2
dada localmente por
dλ “ dµpzqdζ,
onde µ é invariante sobre H2, usando o Teorema de Mudança de Variáveis como na
referência Rudin (1976) podemos ver que a medida λ preserva a ação de PSLp2,Rq.
Como T 1H2 » PSLp2,Rq, λ induz uma medida de Haar invariante à esquerda sobre
PSLp2,Rq que também é invariante, porque PSLp2,Rq é unimodular.
Proposição 2.4. A identificação T 1H2 » PSLp2,Rq induz a identificação T 1pΓzH2q »
ΓzPSLp2,Rq do fibrado unitário tangente de ΓzH2 com o espaço das órbitas ΓzPSLp2,Rq.










para todo t P R.
Demonstração. Pelo Lema 1.4 temos que a ação de PSLp2,Rq sobre T 1H2 entrelaça com
a multiplicação à esquerda em PSLp2,Rq, isto é,
g ¨ pz, ζq ÞÝÑ g ¨ gzζ , @g P PSLp2,Rq.
Então pelo Teorema 1.8 segue que
ΓzPSLp2,Rq ÝÑ ΓzPSLp2,Rq
Γg ÞÝÑ Γgaptq,








para todo t P R.
Observação 2.4. A medida dλ “ dµpzqdζ sobre T 1H2 induz uma medida λ˜ sobre








para cada f P CcpT 1H2q.
Teorema 2.2. O fluxo geodésico de ΓzPSLp2,Rq é ergódico, para qualquer reticulado Γ
em PSLp2,Rq.
Demonstração. Ver Corolário 3.8 página 61 da referência Bekka e Mayer (2000).
Proposição 2.5. Se Γ é um reticulado em SLp2,Rq, então o fluxo horocíclico sobre
T 1pΓzH2q corresponde com a seguinte translação à direita












Demonstração. Pelo Lema 1.4 temos que a ação de PSLp2,Rq sobre T 1H2 entrelaça com
a multiplicação à esquerda em PSLp2,Rq, isto é,
g ¨ pz, ζq ÞÝÑ g ¨ gzζ , @g P PSLp2,Rq.
Então pelo Teorema 1.9 segue que o fluxo horocíclico sobre T 1pΓzH2q corresponde com a
seguinte translação à direita












Teorema 2.3. O fluxo horocíclico da superfície de volume finito ΓzH2 é strong mixing,
mais ainda é ergódico.
Demonstração. Ver Teorema 1.3 página 113 da referência Bekka e Mayer (2000).
Corolário 2.2. Se Γ é um reticulado cocompacto em SLp2,Rq, então o fluxo horocíclico
ΓzSLp2,Rq não tem órbitas periódicas.
Demonstração. Suponha que Γ é um reticulado cocompacto em PSLp2,Rq, pela Proposição
2.15 cap.2 da referência Bekka e Mayer (2000) temos que a região de Dirichlet para a ação
de Γ sobre H2 não tem vértices no infinito, então da Proposição 2.2 inferimos que o fluxo
horocíclico ΓzSLp2,Rq não tem órbitas periódicas.
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3 Espaços Homogêneos de Volume Finito em
SLp2,Rq
Daqui para frente iremos considerar G como o grupo SLp2,Rq, equipado com a
métrica Riemanniana invariante à esquerda dG, Γ como um subgrupo discreto de SLp2,Rq.
Neste capítulo basicamente estudaremos dois resultados importantes; O primeiro resultado
fornece condições para classificar as medidas ergódicas U -invariantes e o segundo resultado
garante que todas as U -órbitas estão equidistribuidas no quociente ΓzG.
3.1 Classificação das Medidas Invariantes pelo Fluxo Horocíclico
Nesta seção demonstraremos um caso particular do Teorema 2 da referência
Ratner (1992). Nós iremos considerar um reticulado Γ em G arbitrário para provar que
todas as medidas de probabilidade em X “ ΓzG ergódicas invariantes pelo fluxo horocíclico
tem duas classificações. Por outra parte, pelas identidades em 2.1 segue que o subgrupo A
normaliza aos subgrupos U e H. O subgrupo W gerado por A e H é um subgrupo de G
dois dimensional e como a direção de U é horizontal, devido a que o fluxo horocíclico U
caminha ao longo da folha estável, então a folha transversal xW naturalmente pode ser
chamada de vertical.
Definição 3.1. (O conjunto W px; δq)
Seja W o subgrupo gerado por A e H. Para x P G fixo e δ ą 0 suficientemente pequeno
definimos o conjunto
W px; δq “ txapτqhpbq : |τ | ă δ, |b| ă δu .
Lema 3.1. Para qualquer y P W px; δq e cada s P r0, 1s existe uma única função αpy, sq ą 0
com αpy, 0q “ 0, crescente em s e contínua em py, sq tal que
ψspyq “ yupαpy, sqq P W pxupsq; 10δq.
Demonstração. Para x P G e δ ą 0 suficientemente pequeno, consideremos o conjunto
W px; δq. Para cada y P W px; δq e cada s P r0, 1s definamos a função αpy, sq “ s
e2τ ´ bs,
onde sb ă e2τ . Note que αpy, 0q “ 0 e αpy, sq é crescente em s, pois Bαpy, sqBs “
e2τ
pe2τ ´ bsq2 ą 0. Além disso, αpy, sq é contínua em py, sq pelo fato de ser um quoci-
ente de duas funções contínuas. Por outro lado, para δ ą 0 suficientemente pequeno
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y “ xapτqhpbq com |τ | ă δ, |b| ă δ logo, segue que

















































bp1´ sbe´2τ q 1
¸
“ xupsqaplnpeτ ´ sbe´τ qqhpbp1´ sbe´2τ qq.
Assim ψypsq “ xupsqaplnpeτ ´ sbe´τ qqhpbp1´ sbe´2τ qq.
Definamos bpy, sq “ bp1 ´ sbe´2τ q e τpy, sq “ lnpeτ ´ sbe´τ q, onde e2τ ą sb. Para δ ă 1
temos que
|bpy, sq| “ |b||1´ sbe´2τ |




Para demonstrar que |τpy, sq| ă 10δ, vamos considerar dois casos
1. Se eτ ´ sbe´τ ą 1, então |τpy, sq| “ lnpeτ ´ sbe´τ q ą 0 e
|τpy, sq| “ lnpeτ p1´ sbe´2τ qq
“ lnpeτ q ` lnp1´ sbe´2τ q
ă |τ | ` lnp1´ sbe´2τ q
ă |τ | ` lnpe´sbe´2τ q
ă |τ | ` lnpe|sb|e2|τ |q
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ă |τ | ` |sb|e2|τ |
ă δ ` e2δδ
ă p1` e2qδ
ă 10δ.
2. Se eτ ´ sbe´τ ă 1, então |τpy, sq| “ ´ lnpeτ ´ sbe´τ q ą 0. Para δ ă 1 temos que
e´10δ ă e´δp1´ δq “ e´δ ´ δe´δ ă eτ ´ sbe´τ e consequentemente temos que
|τpy, sq| “ ´ lnpe´τ ´ sbe´τ q ă ´ lnpe´10δq ă 10δ.
Dos dois casos anteriores podemos concluir que para δ ă 1,
|τpy, sq| “ | lnpeτ ´ sbe´τ q| ă 10δ.
Portanto, como |τpy, sq|, |bpy, sq| ă 10δ inferimos que ψspyq “ yupαpy, sqq P W pxupsq; 10δq.
Proposição 3.1. O mapa ψspyq “ yupαpy, sqq é um homeomorfismo de W px; δq sobre
uma vizinhança de xupsq em W pxupsq; 10δq.
Demonstração. Considere o mapa ψspyq “ yupαpy, sqq. Pelo lema anterior segue que o mapa
ψs está bem definido sobre W px; δq logo, é simples ver que ψs é um homeomorfismo sobre
uma vizinhança de xupsq em W pxupsq; 10δq, porque cada matriz ψspyq com y P W px; δq
tem entradas que são funções contínuas com inversas contínuas.
Proposição 3.2. Para o homeomorfismo ψspyq “ yupαpy, sqq consideremos o conjunto
V px; δ, 1q “
ď
yPW px;δq
σyp1q, onde σyp1q “ tyupsq : 0 ď s ď αpy, 1qu Ă yU. Então para cada
y, z P W px; δq o mapa ϕy,z : σyp1q ÝÑ σzp1q, definido por ϕy,zpψspyqq “ ψspzq é um
difeomorfismo.
Demonstração. Para cada y, z P W px; δq o mapa por ϕy,zpψspyqq “ ψpzq, o qual está bem
definido, porque V px; δ, 1q “
ď
sPr0,1s
ψspW px; δqq. Note que ϕy,z é um difeormorfismo para
todos y, z P W px; δq, devido a que as entradas da matriz ϕy,zpψspyqq “ ψspzq são funções
diferenciáveis com inversas diferenciáveis.




Capítulo 3. Espaços Homogêneos de Volume Finito em SLp2,Rq 49
Demonstração. Sejam y P W px; δq e s P r0, 1s. Como Bαpy, sqBs “
e2τ
pe2τ ´ sbq2 é uma função
contínua em py, sq e Bαpy, 0qBs “ e
´2τ temos queˇˇˇˇ
e2τ




sempre que |τ |, |b| ă δ1pq com δ ă δ1pq. Por outro lado, Bαpy, 0qBs “ e
´2τ também é uma
função contínua em py, sq, existe δ2pq ą 0 tal que se |τ | ă δ2pq, então
|e´2τ ´ 1| ă 2 . (3.2)




para todo y P W px; δq, todo s P r0, 1s e todo 0 ă δ ă δpq.
Proposição 3.3. Para t ą 0 suficientemente grande, se τ “ τptq “ lnt2 e
W px; δ, tq “  xaprqhpbq : |r| ă δ, |b| ă δt´1( ,
então W px; δ, tq “ W pxapτq; δqap´τq e V px; δ, tq “ V pxapτq; δ, 1qap´τq.
Demonstração. Sejam t ą 0 suficientemente grande e τ “ τptq “ lnt2 . Mostraremos
que W px; δ, tq “ W pxapτq; δqap´τq e de forma análoga pode-se mostrar que V px; δ, tq “
V pxapτq; δ, 1qap´τq. De fato,
y P W pxapτq; δqap´τq ðñ y “ xapτqaprqhpbqap´τq, |r|, |b| ă δ
ðñ y “ xapτqaprqap´τqhpbe´2τ q
ðñ y “ xaprqhpbtq, |r|, |bt| ă δ
ðñ y P W px; δ, tq.
Observação 3.1. 1. Para todo y P W px; δ, tq e s P r0, ts, sejam






ψspyq “ yupαpy, sqq
σyptq “ tψspyq : s P r0, tsu “ tyupsq : 0 ď s ď αpy, tqu .
Das identidades em 2.1 e da Proposição 3.1 segue que
ψspyq P W pxupsq; 10δ, tq,
para todo s P r0, ts e todo y P W px; δ, tq. Também λpσyptqq “ αpy, tq, λpσxptqq “ t e
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2. Como na Proposição 3.2, para cada y, z P W px; δ, tq o mapa ϕy,z : σyptq ÝÑ σzptq,
definido por ϕy,zpψspyqq “ ψspzq, s P r0, ts é um difeomorfismo.
Definição 3.2. (Função Uniformemente Contínua)
Uma função f é dita uniformemente contínua sobre G se para todo  ą 0, existe δf pq ą 0
tal que se dGpy, zq ă δf , então |fpyq ´ fpzq| ă  para todo y, z P G, onde dG denota a
métrica invariante à esquerda sobre G.
Observação 3.2. Daqui para frente para uma função f uniformemente contínua em G
(ou X), vamos denotar a média de Birkhoff para as órbitas horocíclicas como:





para todo t ą 0 e todo y P G (ou X).




para todo y P W px; δ, tq e todo t ą 0. Em particular,ˇˇˇˇ
t
αpy, tq ´ 1
ˇˇˇˇ
ă 2
para todo y P W px; δ, tq e todo t ą 0.




. Para todo y P W px; δ, tq, todo s P p0, ts e














e daí concluimos que 11´  ą
t
αpy, tq . Em particular para qualquer y P W px; δ, tq e todo
t ą 0 temos que ˇˇˇˇ
t
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Lema 3.4. Suponha que f é uma função uniformemente contínua limitada sobre G. Para
cada  ą 0 suficientemente pequeno, existe ωf pq ą 0 tal que se 0 ă δ ă ωf pq, então
|Sf py, αpy, tqq ´ Sf pz, αpz, tqq| ă 0.1
para todo y, z P W px; δ, tq e todo t ą 0 suficientemente grande.
Demonstração. Suponha que f é uma função uniformemente contínua limitada sobre G,
então para qualquer 0 ă  ă 12 , existe um δf pq ą 0 tal que se dGpx, yq ă δf pq, então|fpxq ´ fpyq| ă . Consideremos ˜ “ C´1f e definamos
ωf pq “ min 110tδf pq, δ0p˜qu,
onde δ0p˜q é tomado como no Lema 3.3 e Cf “ 1 ` }f}8 . Para δ ă ωf pωq, t ą 0
suficientemente grande e todo y, z P W px; δ, tq pelo Teorema de Mudança de Variáveis
como na referência Rudin (1976) temos que




fpyupαpy, sqqqBαpy, sqBs ds
e




fpzupαpz, sqqqBαpz, sqBs ds.
Agora como yupαpy, sqq, zupαpy, sqq P W pxu; 10δ, tq Ă W pxupsq; δf pq, tq, podemos usar o
Lema 3.3 e a continuidade uniforme para obter o seguinte











































































αpy, tq ´ 1q ` 2`
ˇˇˇˇ
t
αpy, tq ´ 1
ˇˇˇˇ
}f}8
ă 2p2˜q ` 2` 2˜ }f}8
ă 4˜` 2` 2˜p}f}8 ` 1q
ă 4` 2` 2
“ 8.
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Assim |Sf py, αpy, tqq´Sf px, tq| ă 8. Analogamente, obtemos |Sf pz, αpz, tqq´Sf px, tq| ă 8,
portanto, |Sf py, αpy, tqq ´ Sf pz, αpz, tqq| ă 16 logo, tomando  como 0.116 temos que para
cada  ą 0 suficientemente pequeno, existe ωf pq ą 0 tal que se 0 ă δ ă ωf pq, então
|Sf py, αpy, tqq´Sf pz, αpz, tqq| ă 0.1 para todo y, z P W px; δ, tq e todo t ą 0 suficientemente
grande.
Proposição 3.4. Seja Xr0 “ X´
nď
i“1
pipEipr0qq um subconjunto compacto de X “ ΓzG. Se
x P X e xU não é uma órbita periódica, então existe uma sequência pτnqnPN com τn Ñ 8
tal que xapτnq P Xr0 para todo n P N.
Demonstração. A existência de Xr0 é garantida pela Proposição 2.3. Vamos raciocinar pelo
absurdo. De fato, sejam x P X e xU uma órbita não periódica, suponha que existe τ0 ą 0
tal que xapτq R Xr0 para todo τ ě τ0, então xapτq P
nď
i“1
pipEipr0qq logo, xapτq P pipEipr0qq
para algum i P t1, 2, ..., nu e x˜apτq P
ď
γPΓ
γEipr0q para todo τ ě τ0, onde x˜ P pi´1ptxuq.
Como pipEjpr0qq X pipEkpr0qq “ H para todo j ‰ k e
ď
γPΓ
γEipr0q é uma união disjunta,
existe x0 P pi´1ptxuq tal que x0apτq P Eipr0q para todo t ě t0. Seja h “ g´1i x0, onde gi é





para todo τ ě t0. Seja pi, ζ0q P T 1H2 pelo Teorema 1.8 gapτq corresponde à imagem pelo




2 da Observação 2.2 segue que a geodésica que passa pelo ponto h ¨ i P H2 na direção do
vetor h ¨ ζ0 pertence a um subconjunto da forma
tz P H2 : Imz ą c ą 0u.
O anterior só seria possível se a geodésica fosse paralela ao eixo real logo, h P AU
pela fórmula da derivada de uma transformação de Möbius, daí segue que x0 P giAU e
x0 “ giapτqupyq. Como xuptq P X, pela Proposição 2.2 segue xU é uma órbita periódica,
mas isto não pode ser possível, porque na hipótese xU não é uma órbita periódica. Portanto,
existe uma sequência pτnqnPN, τn Ñ 8 tal que xapτnq P Xr0 para todo n P N.
Proposição 3.5. Seja x P ΓzG “ X com uma U -órbita não periódica. Suponha que para
toda função f uniformemente contínua limitada sobre X há uma sequência ptnqnPN Ă R`
com tn Ñ 8, tal que
lim




Então a medida de Haar νG é a única medida ergódica Boreliana de probabilidade U-
invariante que não está suportada sobre uma órbita periódica.
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Demonstração. Seja x P ΓzG “ X com uma U -órbita não periódica. Suponha que para
toda função f uniformemente contínua limitada sobre X há uma sequência ptnqnPN Ă R`
com tn Ñ 8, tal que
lim




Suponha que existe uma medida µ ergódica Boreliana de probabilidade U -invariante em
X. Pelo Teorema Ergódico de Birkhoff segue que
lim




para µ-quase todo x P X. Seja Y “
nď
i“1
ΓgiAU o conjunto de pontos com órbitas periódicas
de U como na Proposição 2.2, então Y é U -invariante e mensurável, porque cada ΓgiAU é
mensurável. Como µ é ergódica pelo fluxo horocíclico segue que µpY q “ 1 ou µpY q “ 0.
No primeiro caso, como as órbitas periódicas são compactas, pelo Teorema 1.5 segue
que µ está suportada sobre uma órbita periódica. No segundo caso como µpY q “ 0, pela
hipótese vale p˚q aplicando o Teorema Ergódico de Birkhoff à sequência ptnqnPN vale p˚˚q,
daí segue que µ “ νG, portanto, νG é a única medida ergódica Boreliana de probabilidade
U -invariante que não está suportada sobre uma órbita periódica.
Lema 3.5. Seja ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8. Seja f uniformemente contínua limitada sobre
X “ ΓzG. Então para cada η ą 0, existe um conjunto mensurável Yη Ă X, νGpX´Yηq ă η
com a seguinte propriedade:
Para cada  ą 0, existe n0 P N tal queˇˇˇˇ






para todo n ě n0 e todo y P Yη.
Demonstração. Sejam ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8 e f uma função uniformemente contínua
limitada sobre X. Pelo Teorema 2.3 o fluxo horocíclico é ergódico com respeito a uma
medida G-invariante νG, então aplicando o Teorema de Ergódico de Birkhoff temos que
lim




para νG-quase todo y P X. Usando o Teorema de Egoroff como na referência Bartle (1995)
segue que para qualquer η ą 0, há um subconjunto mensurável Yη Ă X com νGpX´Yηq ă η
tal que Sf py, tnq converge uniformemente a
ż
X
fdνG para todo y P Yη, então para cada
 ą 0, existe n0 P N tal que para todo n ě n0 e todo y P Yη,ˇˇˇˇ
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Teorema 3.1. (Teorema de Classificação para Reticulados)
Seja Γ um reticulado em G “ SLp2,Rq e µ uma medida ergódica Boreliana de probabilidade
U-invariante em X “ ΓzG. Então, ou µ é G-invariante ou µ está suportada sobre uma
órbita periódica de U .
Demonstração. Sejam Γ um reticulado em G e µ uma medida ergódica Boreliana de
probabilidade U -invariante em X. Suponha que µ não está suportada sobre uma órbita
periódica, então temos que mostrar que µ é G-invariante e mais ainda supppµq “ X.
Consideremos uma medida ν Boreliana de probabilidade G-invariante em X e vamos supor
que Γ é um reticulado não cocompacto, mostremos que se x P X e xU não é uma órbita
periódica, então há uma sequência ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8, tal que
lim




para cada função uniformemente contínua limitada sobre X. De fato, definamos a sequência
tn :“ e2τn n P N, onde pτnqnPN é a sequência da Proposição 3.4. Seja f uma função
uniformemente contínua limitada sobre X para x˜ P G tal que x˜ P pi´1ptxuq e δ, t ą 0
definamos o conjunto
Vrpx˜; δ, tq “ tyupαpy, sqq : y P W px˜; δ, tq, 0 ď s ď ru , r P r0, ts.
Para qualquer  ą 0 tome ωf pq “ ωf˜ pq, onde f˜ é o levantamento de f a G pf ˝pi “ pi ˝ f˜q.
Como Xr0 é compacto e Γ é fechado em G, há δ ă 0.01ωf pq tal que pi : G ÝÑ X é injetora




px˜; δ, 1qqq ą η (3.4)
para cada x˜ P pi´1pXr0q. Por outra parte, como a ação de U sobre pX, νq é ergódica, pelo
Lema 3.5 aplicado a η, existe t0 ą 0 e um subconjunto Yη Ă X com νpX ´ Yηq ă 0.1η eˇˇˇˇ






para todo y P Yη e todo t ě t0. Escolha n0 ě 1 de tal forma que tn ě 100t0 para todo
n ě n0 e seja xn “ xapτnq logo, x˜n P pi´1ptxnuq para x˜n “ x˜apτnq. Então pela Observação
3.1 temos que
V px˜; δ, tnq “ V px˜n; δ, 1qap´τnq, αpy, sq “ αpy, s
tn
qtn
para todo y P W px˜; δ, tnq. Note que V0.1C´1
f
tn
px˜; δ, tnq “ V0.1C´1
f
px˜n; δ, 1qap´τnq e como a




px˜; δ, 1qqq ą η (3.6)




px˜; δ, 1qq X Yη ‰ H,




px˜; δ, 1qq X Yη “ H, então νppipV0.1C´1
f
tn
px˜; δ, 1qqq ă η o qual contradiz
3.6. Portanto, existe yn P W px˜; δ, tnq tal que zn “ pipynqupαpyn, snqq P Yη para algum
0 ď sn ď 0.1C´1f tn e


































































para todo n ě n0. Por outro lado, pelo Lema 3.4 e por 3.5 segue queˇˇˇˇ





ď |Sf ppipynq, αpyn, snqq ´ Sf ppipynq, tnq|
` |Sf ppipynq, tnq ´ Sf pzn, tnq| `
ˇˇˇˇ





ă 0.1` 0.2` 0.1 “ 0.5
para todo n ě n0. Como |Sf ppipynq, αpyn, tnqq´Sf px, tnq| “ |Sf pyn, αpyn, tnqq´Sf px˜, tnq| ă
0.5 para todo n ě n0, consequentemente temos queˇˇˇˇ





ď |Sf px, tnq ´ Sf ppipynq, αpyn, tnqq| `
ˇˇˇˇ





ă 0.5` 0.5 “ 
para todo n ě n0. Portanto, há uma sequência ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8, tal que
lim
nÑ8Sf px, tnq “
ż
X
fdν, então pela Proposição 3.5 e por 3.3 segue que ν “ µ e µ é
G-invariante com supppµq “ X. Finalmente, para o caso Γ cocompacto temos que X é
compacto e pelo Corolário 2.2 segue que não há órbitas U -periódicas, então podemos
raciocinar da forma anterior e provar o desejado.
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Corolário 3.1. (Furstenberg)
Se Γ é um reticulado cocompacto de G “ SLp2,Rq, então o fluxo horocíclico é unicamente
ergódico.
Demonstração. Suponha que Γ é um reticulado cocompacto, pelo Corolário 2.2 o fluxo
horocíclico definido sobre ΓzG não tem órbitas periódicas, então pelo teorema anterior
segue que a medida µ é a única medida G-invariante que não está suportada sobre uma
órbita periódica de U .
Teorema 3.2. (Hedlund)
Seja Γ um reticulado em G “ SLp2,Rq e x P ΓzG. Então, ou xU “ ΓzG ou a órbita
xU “ xU é periódica. Em particular, se Γ é cocompacto, então o fluxo horocíclico sobre
ΓzG é mínimal.
Demonstração. Seja x P ΓzG e suponha que xU não é uma órbita periódica. Mostremos
que ela é densa em ΓzG. De fato, como xU não é uma órbita periódica, então pela prova
do teorema anterior existe uma sequência ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8, tal que
lim




para cada função f uniformemente contínua limitada sobre ΓzG. Isso mostra que a órbita
xU intersecta a qualquer aberto, pois a medida µ não está suportada sobre xU . Então
para qualquer A Ă ΓzG temos que xU X A ‰ H. Portanto, x P xU e consequentemente
xU “ ΓzG.
3.2 Distribuição Uniforme das Órbitas Horocíclicas
Nesta seção vamos estudar a distribuição uniforme (ou equidistribuição) das
órbitas horocíclicas não periódicas, a qual nos permite ver como as médias de Birkhoff
em órbitas horocíclicas são bem comportadas em ΓzSLp2,Rq “ X. Esta propriedade
de equidistribuição foi introduzida e demonstrada em Dani e Smillie (1984), depois por
métodos completamente diferentes em Ratner (1992) foi provada uma generalização deste
resultado.
Lema 3.6. Sejam  ą 0 e s0 ą 0 dados. Para δ “ 2` , observamos o seguinte:
Seja f : R ÝÑ R2 uma função linear afim não constante com }fpt0q} “ s0 para algum
t0 P R e }fptq} ą s0 para todo t ą t0. Então, para cada t ą t0,
λptτ P rt0, ts : }fpτq} ă δs0uq ď λptτ P rt0, ts : }fpτq} ă s0uq,
onde λ denota a medida de Lebesgue sobre R.
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Demonstração. Para todo t P R, seja fptq “ pαt` a, βt` bq uma função linear afim com
a, b, α, β P R e α2 ` β2 ‰ 0. Pela mudança de variáveis
t ÞÝÑ t
α2 ` β2 ` t0
observamos que a reta L “ tfptq : t P Ru intersecta à fronteira da bola aberta Bs0p0q em
certo tempo t0 ď t1, sem perda de generalidade podemos assumir que α2 ` β2 “ 1 e que
t0 “ 0, então a2 ` b2 “ s20 e
}fptq}2 “ t2 ` 2pαa` βbqt` s20,
onde t1 “ ´2pαa ` βbq. Se τ “ ´pαa ` βbq ě 0, então L intersecta à fronteira da bola
Bδs0p0q no tempo
t˘ “ τ ˘aτ 2 ´ p1´ δ2qs20
sempre que τ 2 ě p1 ´ δ2qs20. Observe que λptτ P rt0, ts : }fpτq} ă δs0uq “ t` ´ t´,





τ 2 ´ p1´ δ2qs20
τ ´aτ 2 ´ p1´ δ2qs20
“2
a
τ 2 ´ p1´ δ2qs20pτ `
a
τ 2 ´ p1´ δ2qs20q
p1´ δ2qs20 .
Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que




ď 2δp1` δq1´ δ2 “
2δ
1´ δ “ .
Portanto, para cada t ą t0,
λptτ P rt0, ts : }fpτq} ă δs0uq ď λptτ P rt0, ts : }fpτq} ă s0uq.
Observação 3.3. Como na Proposição 2.3 para r0 suficientemente grande, os abertos
Eipr0q tem a seguinte propriedade: se γ1Eipr0q X γ2Ejpr0q ‰ H para certos γ1, γ2 P




: a P p0,?sq
+
. Para x “ Γg e r ą 0, da Proposição 2.2 segue que x P ΓEipr0q
se, e somente se, g´1γ´1gi P KAsU para algum γ P Γ, onde s “ e´2r.
Lema 3.7. Para  ą 0 dado, sejam δ “ 2`  e r “ ´
ln δ
2 . Consideremos r0 como na
observação anterior e s0 “ e´2r0 . Seja U˜ “ tuptq : t P Ru um subgrupo unipotente de G e
x “ Γg P X com uma órbita não periódica xU˜. Suponha que gupt0q P γEipr0q para algum
t0 P R, algum i P r1, ns e algum γ P Γ. Então existe a ă b com t0 P pa, bq tal que são
válidas as seguintes propriedades:
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1. guptq P γEipr0q para todo t P pa, bq;
2. guptq R γEipr0q para todo t R pa, bq;
3. Para cada t P pa, bq temos que
λptτ P ra, ts : gupτq P γEipr ` r0quq ď λptτ P ra, ts : gupτq P γEipr0quq.
Demonstração. Suponha que todas as hipóteses são satisfeitas. Pela observação anterior
temos que guptq P γEipr0q se, e somente se, uptq´1g´1γ´1gi P KAs0U para s0 “ e´2r0 e da
mesma forma, guptq P γEipr ` r0q se, e somente se, guptq´1g´1γ´1gi P KAδs0U. Considere
a ação de SLp2,Rq sobre R2, note que o estabilizador de e1 “ p1, 0qt para esta ação é U , e
KAse1 “ Bsp0q, @s ą 0.
Daí segue que para todo t P R, uptq´1g´1γ´1gi P KAs0U se, e somente se, }fptq} ă s0,
onde f : R ÝÑ R2 está definida por fptq “ uptq´1g´1γ´1gi ¨ e1. Como U˜ é unipotente,
então f é uma função linear afim. Agora vamos raciocinar pelo absurdo. De fato, suponha
que f não é constante, então
g´1i γguptqg´1γ´1gi P U, @t P R. (3.7)
Note que o subgrupo U˜ conjuga ao subgrupo U , então U˜ “ h´1Uh para algum h P G e de
3.7 segue que g´1i γgh´1 normaliza U e consequentemente temos que g´1i γgh´1 P P, onde
P “ AU é o conjunto das matrizes triangulares superior com determinante 1. Por outro




Então, x “ Γg possui uma órbita periódica, o qual contradiz uma das hipóteses, portanto, f
não é constante. Seja t P pa, bq, como uptq´1g´1γ´1gi P KAs0U segue que guptq P γEipr0q.
Da mesma forma, se t R pa, bq, então u´1ptqg´1γ´1gi R KAs0U, o qual implica que guptq R
γEipr0q, assim provamos 1 e 2. Finalmente, para provar 3 usamos as duas afirmações
inicias enunciadas acima no começo desta prova e o lema anterior para obter que para
cada t P pa, bq
λptτ P ra, ts : gupτq P γEipr ` r0quq ď λptτ P ra, ts : gupτq P γEipr0quq.
Teorema 3.3. Dado  ą 0 há um compacto C “ Cpq Ă X, X “ ΓzG tal que se
U˜ “ tuptq : t P Ru é um subgrupo unipotente de G “ SLp2,Rq, x P X e xU˜ não é uma
órbita periódica, então ż t
0
XCpqpxupsqqds ě p1´ qt (3.8)
para todo t ě t0 e algum t0 “ t0px, U˜ , q.
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Demonstração. Suponha que Γ é um reticulado em G não cocompacto, porque no caso
cocompacto o resultado é imediato, pois ΓzG é compacto. Dado  ą 0 fixo, consideremos
r0 e r como no lema anterior. Seja




então C é um subcojunto compacto de X pela Proposição 2.3. Sejam U˜ “ tuptq : t P Ru
um subgrupo unipotente de G e x “ Γg P X com uma órbita não periódica xU˜ . Para cada






k Ei e γ
piq
k Ei X γpiql Ei “ H @k ‰ l.
Pelo lema anterior, para cada i P t1, 2, ..., nu e cada k P N, o conjunto
ts P R : gupsq P γpiqk Eipr0qu
é um intervalo (possivelmente vazio) aberto papiqk , bpiqk q e para cada τ P papiqk , bpiqk q temos que
λpts P rapiqk , τ s : gupsq P γpiqk Eipr ` r0quq ď λpts P rapiqk , τ s : gupsq P γpiqk Eipr0quq.
Observe que os intervalos papiqk , bpiqk q são disjuntos dois a dois. Para t ą 0 fixo, sejam








Consideremos a família F de intervalos papiqk , bpiqk q contidos em S0 e seja t0 “ bpiqk se 0
pertence a algum intervalo papiqk , bpiqk q ou t0 “ 0 em outro caso. Definimos I0 “ p0, t0q e
I1 “ papiqk , tq se t pertence a algum intervalo papiqk , bpiqk q ou I1 “ H em outro caso, de tal
forma que




Pelo lema anterior parte 3 segue que
λpS1q “ λpS1 X I0q `
ÿ
IPF
λpS1 X Iq ` λpS1 X I1q




“ t0 ` λpS0 X rt0, tsq
ď t0 ` pt´ t0q, pois λpS0 X rt0, tsq ď t´ t0.
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XCpxupsqqds “ 1´ λpS1q
t
ě 1´ 2
para todo t ě t0.
Observação 3.4. Fixemos x P X “ ΓzG. Consideremos o espaço de Banach C0pXq
com a norma do supremo e seu espaço dual C0pXq˚. Para t ą 0 definimos o funcional





fpxupsqqds, f P C0pXq.
Então Tx,t é um operador positivo com }Tx,t} “ 1 e pelo Teorema de Representação de
Riez o espaço C0pXq˚ pode ser identificado com o espaço de medidas Borelianas em X.
Além disso, se Tx é o conjunto de todos os pontos de acumulação na topologia fraca-˚ sobre
C0pXq do conjunto tTx,t : t ą 0u quando tÑ 8, então para cada T P Tx existe uma única




fdµT , f P C0pXq.
Usando o Teorema de Banach-Alaoglu obtemos que µT é U-invariante, positiva e }µT } “
µT pXq ď 1. Escrevemos Mpx, Uq “ tµT : T P Txu logo, para cada µ PMpx, Uq existe uma





para todo f P C0pXq.
Corolário 3.2. Seja x P X com uma órbita não periódica xU˜ . Seja µ P C0pXq˚ tal que
Tx,tn Ñ µ na topologia fraca-˚ para uma sequência ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8. Então µ é
uma medida Boreliana de probabilidade. Além disso, Tx,tnpϕq Ñ
ż
X
ϕdµ para toda função
ϕ contínua limitada sobre X.
Demonstração. Sejam x P X com uma órbita não periódica xU˜ e µ P C0pXq˚ tal que
Tx,tn Ñ µ na topologia fraca-˚ para uma sequência ptnqnPN Ă R` com tn Ñ 8. Dado  ą 0
fixo, consideremos C “ Cpq Ă X compacto como no Teorema 3.3. Seja ϕ uma função
contínua sobre X com suporte compacto tal que XC ď ϕ ď 1. Então, para todo n P N
suficientemente grande por 3.8 temos que
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Portanto, 1 ´ µpXq ď  e como  ą 0 foi escolhido arbitrário, inferimos que µpXq “ 1.
Por outro lado, para provar a última afirmação, vamos considerar uma função contínua
limitada sobre X e  ą 0 fixo. Como X é um espaço de probabilidade, pelo raciocínio
anterior existe uma função ψ contínua sobre X com suporte compacto tal que
0 ď ψ ď 1,
ż
X
p1´ ψqdµ ď 2 .







































ψϕdµ quando tn Ñ 8. Portanto, para toda ϕ contínua limitada sobre
X temos que Tx,tnpϕq Ñ
ż
X
ϕdµ, para todo n suficientemente grande, devido a que  ą 0
foi escolhido arbitrário.
Lema 3.8. Sejam G um grupo localmente compacto segundo contável arbitrário e Γ um
reticulado em G. Seja pi : G ÝÑ ΓzG a projeção canônica. Para cada sequência pxnqnPN
com xn “ pipgnq as seguintes condições são equivalentes:
1. pxnqnPN não admite subsequências convergentes;




n γngn “ e.
Demonstração. Ver Teorema 1.12. capítulo I da referência Raghunathan (1972).
Proposição 3.6. Seja D um subconjunto compacto de X somente contendo pontos com
órbitas U-periódicas. Seja C Ă X outro subconjunto compacto de X. Então existe τ0 ą 0
tal que
Dapτq Ď X ´ C
para todo τ ě τ0.
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Demonstração. Seja D é um subconjunto compacto de X contendo pontos com órbitas
U -periódicas e consideremos outro C Ă X subconjunto compacto de X. Seja x “ pipgq P
D Ă X um ponto periódico da órbita xU , então para algum t0 ą 0 e algum γ P Γ temos
que gupt0q “ γg logo, g´1γg “ upt0q e aqui γ ‰ e. Agora, pelas identidades em 2.1
pgapτqq´1γgapτq “ apτq´1upt0qapτq “ upe´2τ t0q Ñ e
quando τ Ñ 8. Pelo lema anterior a sequência ppipgapτnqqqnPN não possui subsequências
convergentes, então xapτq deixa cada subconjunto compacto C de X, porque se xapτq
pertencesse a algum subconjunto compacto de X, a sequência ppipgapτnqqqnPN admitiria
uma subsequência convergente, o qual não pode ser possível. Portanto, existe τ0 ą tal que
xapτq R C para todo τ ě τ0 e consequentemente
Dapτq Ď X ´ C
para todo τ ě τ0.
Teorema 3.4. (Distribução Uniforme das Órbitas Horocíclicas)
Seja Γ um reticulado em G “ SLp2,Rq. Então cada ponto x P ΓzG “ X é genérico para











para cada função f contínua limitada sobre X, onde νG é a medida Boreliana de probabili-
dade G-invariante em X.
Demonstração. Suponha que Γ é um reticulado em G e x P X com uma órbita não
periódica xU . Seja µ P Mpx, Uq, pelo Corolário 3.6 segue que µpXq “ 1. Suponha que
supppµq Ă xU e seja
tpCpyq, µCpyqq : y P Yµu
a decomposição ergódica da ação de U sobre psupppµq, µq, Yµ Ă supppµq, µpYµq “ 1, a qual
existe pelo Teorema 1.6. Seja ξµ “ tsupppµCpyqq : y P Yµu logo, segue do Teorema 3.1 que se
supppµCpyqq P ξµ, então, ou supppµCpyqq “ X e µCpyq é G-invariante ou supppµCpyqq “ yU é
uma órbita periódica de U com µCpyq sendo a medida de comprimento normalizada em
yU . Agora, seja
ζµ “ tC P ξµ : C é uma órbita periódica de U u.
É suficiente mostrar que se βµ “ µpYtC : C P ζµuq ą 0 para algum µ P Mpx, Uq, então
xU é uma órbita periódica. De fato, seja 0 ă  ă β4 , e C “ Cpq como no Teorema 3.3.
Seja D um subconjunto compacto de βµ com µpDq ě 3β4 . Devido a que Tx,tn Ñ µ, quando





ϕdµ ě µpDq ě 3β4
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para toda função ϕ contínua limitada sobre X como ϕ ě XD (como no Corolário 3.2).
Pela Proposição 3.6, existe τ ą 0 tal que
Dapτq Ă X ´ C
e µpDapτqq “ µpDq ď 1´ µpCq. Seja z “ xapτq, então pelas identidades em 2.1 segue que
lim





























ψdµ ď µpCq ď 1´ µpDq ď 1´ 3β4 (3.9)
para toda função ψ contínua limitada sobre X com ψ ď XC . Como Dapτq Ă X ´C segue
que 1´ψ ě XDapτq e podemos escolher a função ψ contínua limitada sobre X de tal forma
que
0 ď XC ´ ψ ď β4 .
Então para todo t ą 0 temos que
Tz,tpXCq ´ Tz,tpψq ď β4 . (3.10)
Por 3.9, existe n0 P N tal que
Tz,tne´2τ pψq ď 1´ 3β4 ď 1´
β
2 (3.11)
para todo n ě n0. De 3.10 e 3.11 segue que existe n0 P N tal que




4 ă 1´ 
para todo n ě n0. Mas zU tem que ser uma órbita periódica, porque se não fosse
assim, então estaríamos contradizendo o Teorema 3.3. Como apτq normaliza U temos que
xU “ zUap´τq é uma órbita periódica, o qual contradiz a hipótese. Portanto, µ “ νG é a











para toda função f contínua limitada sobre X.
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4 Espaços Homogêneos Arbitrários em
SLp2,Rq
No Capítulo 1 foi mostrado que G “ SLp2,Rq é conexo e que U é um subgrupo
unipotente de G, portanto, a Conjectura de Raghunathan para SLp2,Rq faz sentido. Neste
capítulo vamos demonstrar o Teorema de classificação de medidas invariantes pelo fluxo
horocíclico, o qual demonstra de uma forma simples tal conjectura em uma versão mais forte,
porque Γ é considerado como um subgrupo discreto de G (não necessariamente reticulado
em G). Posteriormente, vamos provar um resultado no qual Γ não é um reticulado em G e
xU é compacto em X “ ΓzG, para isso vamos usar um argumento que foi introduzido em
Ratner (1990a) na prova da Conjectura D para matrizes semi simples reais de posto 1.
4.1 Classificação das Medidas Invariantes pelo Fluxo Horocíclico
No começo do capítulo 3 introduzimos o conjunto W px; δq para δ ą 0 sufici-
entemente pequeno e x P G fixo. Pelo Lema 3.1 existe uma função αpy, sq “ s
e2τ ´ sb
com e2τ ą sb tal que yupαpy, sqq “ xupsqapτpy, sqqhpbpy, sqq para todo y P W px; δq, onde
τpy, sq “ lnpeτ ´ sbe´τ q e bpy, sq “ bp1 ´ bse´2τ q. Se b “ 0 temos que y “ xapτq, então
αpy, sq “ s
e2τ
, τpy, sq “ τ , bpy, sq “ 0, e todas essas três funções estão definidas em todo
ponto. Por outro lado, se b ‰ 0, então para s˚ “ e
2τ
b
a função αpy, sq explode, pois
αpy, s˚q “ 8 logo, não há interseção entre a órbita yU e a folha xUW no tempo s˚. Nesta
seção vamos formalizar o comportamento dinâmico descrito acima pela R-propriedade,
a qual vai ser útil ao longo do desenvolvimento da prova do Teorema de classificação de
medidas invariantes pelo fluxo horocíclico.
Teorema 4.1. (R-Propriedade)
Para x P G “ SLp2,Rq e δ ą 0 suficientemente pequeno, existem 0 ă η ă 1 e C ą 1 tais
que se
max t|τpy, sq| : 0 ď s ď tu “ |τpy, tq| “ θ
para algum t “ tθ ą 0, y P W px, δq, 10δ ă θ ă 0.5, então
θ




para todo s P rp1´ ηqt, ts.
Demonstração. Para qualquer x P G escrevemos o conjunto W px; δq como
W px; δq “ W`px; δq YW´px; δq,
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ondeW`px; δq “ txapτqhpbq : |τ | ă δ, 0 ă b ă δu eW´px; δq “ txapτqhpbq : |τ | ă δ, 0 ă ´b ă δu .
Consideremos y P W px; δq, θ P p10δ, 0.5q fixo e definamos
t “ tθ “ e
τ peτ ´ e´θsgnpbqq
b
,
onde sgnpbq é a função sinal do parâmetro b ‰ 0. Observamos que t ą 0, devido a que
|τ | ă θ e também temos que τpy, tq “ ´θsgnpbq, bpy, tq “ be´θsgnpbq´τ , além disso, como a
função |τpy, sq| possui um máximo no intervalo r0, ts segue que max t|τpy, sq| : 0 ď s ď tu “
|τpy, tq| “ θ. Se o tamanho de δ diminuir, então temos que
t “ tθ Ñ 8, αpy, tq
t
Ñ eθsgnpbq, bpy, tq Ñ 0.
Assim, quanto mais próximos forem os pontos y e x, maior será o tempo necessário para
se separar na A-direção a uma distância θ. Além disso, a divergência desses pontos na
U -direção nesses momentos tende para o infinito e a H-direção tende para zero. Agora,





“ tθ ´ t θ2
tθ
“ e
´ θ2 ´ e´θ























: θ P p10δ, 0.5q, y P W`px; θ10q
*
é finito e positivo, fazendo um raciocínio similar para todo y P W´px; θ10q garantimos a
existência de η P p0, 1q tal que p1´ ηqtθ ď t θ
2
para todo y P W px; δq e θ P p10δ, 0.5q.



























: θ P p10δ, 0.5q, y P W`px; θ10q
*
é finito, fazendo un raciocínio similar para todo y P W´px; θ10q garantimos a existência de
C ą 1 tal que |bpy, sq| ď Cθ
t
para todo s P rp1´ ηqt, ts, todo y P W px; δq e θ P p10δ, 0.5q.
Finalmente, temos que θ2 ď |τpy, sq| ď θ e |bpy, sq| ď
Cθ
t
para todo s P rp1´ ηqt, ts, todo
y P W px; δq e θ P p10δ, 0.5q.
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Observação 4.1. Seja µ uma medida ergódica Boreliana de probabilidade U-invariante
em X “ ΓzG e seja Λ “ Λpµq “ tg P G : a ação de g sobre X preserva µu. Usando a
continuidade da medida µ e as identidades em 2.1 obtemos as seguintes propriedades:
1. Λpµq é um subgrupo fechado de G e U Ă Λpµq;
2. O conjunto Q “ taprqupsq : r, s P Ru normaliza o subgrupo U , isto é, U é um subgrupo
normal de Q.
Lema 4.1. Suponha que Q ´ Λ ‰ H. Então existe Y Ă X “ ΓzG, µpY q “ 1 tal que
Y X Y q “ H para todo q P Q´ Λ.
Demonstração. Suponha que Q´ Λ ‰ H. Para q P Q´ Λ definamos
µqpEq “ µpEqq
para cada Boreliano E Ă X. Como q normaliza ao subgrupo U e µ é uma medida ergódica
U -invariante em X segue que µq é ergódica U -invariante em X. Agora, como µq ‰ µ ,
q R Λ e o conjunto das medidas ergódicas é convexo, então µq é singular com respeito a µ
logo, existe Eq Ă X tal que
µpEqq “ 1, µqpEqq “ µpEqqq “ 0.
Seja Yq “ Eq ´ Eqq, então µpYqq “ 1 e
Yq X Yqq “ H.
Agora, pela regularidade da medida considere K Ă Yq compacto tal que µpKq ą 0.99,
como K XKq “ H, existe  “ pqq ą 0 tal que
dXpK,Kqq ě . (4.2)
Como a ação de U sobre pX,µq é ergódica e K Ă Yq, pelo Lema 3.5 existe Yq, Ă X com
µpYq,q “ 1 tal que





XKpxupsqqds “ µpKq (4.3)
para todo x P Yq,. Primeiramente vamos mostrar que
Yq, X Yq,g “ H (4.4)
para todo g P qQpqqpeq “ Qpqqpqq, onde Qpeq é a bola com centro e em Q e raio  ą 0.
De fato, suponha que Yq, X Yq,g ‰ H para algum g P Qpqqpqq, então existe x P Yq, tal
que x “ yg para algum y P Yq,. Considere g “ apτquprq para alguns τ, r P R, como Q
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normaliza U temos que yupsqg “ xg´1upsqg “ xupse´2τ q para todo s P R. Por 4.3 segue
que para t ą 1 suficientemente grande temos que
SXK py, tq ě 0.9 , SXK py, e´2τ tq ě 0.9.













XKpxupse´2τ qqds “ 1
t
λpB2q,
assim B1 X B2 ‰ H e garantimos a existência de um s P r0, ts tal que z “ yupsq P K e
zg “ xupe´2τ tq P K. Mas zg “ zqp para algum p P Qpqqpeq e
dXpzg, zqq ă pqq,









pela continuidade da medida µpY q “ 1 e por 4.4 obtemos que Y X Y g “ H para todo
g P Q´ Λ.
Teorema 4.2. Suponha que A Ć Λpµq. Então µ está suportada sobre uma órbita periódica
de U .
Demonstração. Suponha que A Ć Λpµq e como Λ é um subgrupo fechado de G “ SLp2,Rq,
existe 0 ă θ ă 0.1 tal que apτq R Λ para todo 0 ă |τ | ď θ. Suponha que θ ă δ0p0.1q,
onde δ0pq é tomado como no Lema 3.2 logo, apτq P Q ´ Λ para todo 0 ă |τ | ď θ. Seja
Y Ă X, µpY q “ 1 como no lema anterior e seja 0 ă η ă 1 como na R-propriedade, então
existem um compacto K Ă Y com µpKq ą 1´ 0.001η e δ “ δpKq ą 0 tais que
dXpK,Kapτqq ě δ (4.5)
para todo θ2 ď |τ | ď θ. Como a ação de U sobre pX,µq é ergódica, pelo Lema 3.5 existem
Fη Ă X, µpFηq ą 0 e t ě 1 tais que
SXK px, tq ě 1´ 0.01η (4.6)
para todo x P Fη e todo t ě t0. Agora, escolha 0 ă ξ ă 0.01θ suficientemente pequeno
tal que max t|τpy, sq| : 0 ď s ď tu “ |τpy, tq| “ θ para todo x P G, y P W px; ξq temos que
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C ą 1 como na R-propriedade. Precisamos mostrar que se x, y P Fη e dXpx, yq ă , então
y P Qpx; ξq “ txaprqupsq : |r|, |s| ă ξu .
Equivalentemente, Fη X Opxq Ă Qpx; ξq, onde Opxq é a bola com centro x P X e raio
 ą 0. De fato, sem perda de generalidade podemos supor que y “ xapτqhpbq P W px; ξq,
então b ‰ 0. Como τpy, tq “ lnpeτ ´ sbe´τ q, existe t “ tθ ą 0 tal que |τpy, tq| “ θ “
max t|τpy, sq| : s P r0, tsu logo, pela escolha de ξ e θ segue que t ě t0 e αpy, tq ě t0. Por
4.6 observamos que
SXK px, tq ě 1´ 0.01η
SXK px, αpy, tqq ě 1´ 0.01η.
Da escolha de θ e como a função αpy, tq quase não deforma a medida de Lebesgue em R,
garantimos a existência de um s P rp1´ ηqt, ts tal que
xupsq P K e xupsqapτpy, sqqhpbpy, sqq P K
então, por 4.1 temos que
θ




e consequentemente segue que
dXpK,Kapτpy, sqqq “ |bpy, sq| ď 0.1δ
o qual contradiz 4.5, porque xupsqapτpy, sqq P Kapτpy, sqq. Portanto, y P Qpx; ξq.
Por outro lado, pelo Lema 4.1 temos que
Qpξq X pQ´ Λq Ă U , Y X Y pQ´ Λq “ H
logo, Y X Qpx; ξq Ă xU para cada x P Y . Como µpFηq ą 0, µpY q “ 1 e µpY Y Fηq “ 1,
então podemos tomar x P FηXY tal que µpFηXOpxqq ą 0 para todo  ą 0. Em particular,
0 ă µpFη XOpxqq ă µpQpx; ξqq “ µpQpx; ξq X Y q ă µpxUq,
devido a que µpY Y Qpx; ξqq “ 1 logo, pela ergodicidade da ação de U sobre pX,µq
concluímos que µpxUq “ 1 e assim µ está suportada sobre uma órbita periódica.
Lema 4.2. Suponha que A Ă Λpµq. Então a ação de A sobre pX,µq é strong mixing.
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para cada par de funções f, ϕ uniformemente contínuas limitadas em X com f P L20pXq.
Como ϕ é uniformemente contínua temos que para todo  ą 0, existe 0 ă δ ă 1 tal que se
dXpx, yq ă δ, então
|ϕpxq ´ ϕpyq| ă  (4.7)
para todo x, y P X. Por outra parte, como a ação de U sobre pX,µq é ergódica, pelo Lema
3.5 existem t0 ą 1 e Y Ă X com µpYq ą 1´  tal que
|Sf py, tq| ă  (4.8)
para todo y P Y e todo t ě t0. Consideremos τ0 ą 0 suficientemente grande de forma que
e´2τ0t0 “ δ e τ ě τ0. Então para Yτ “ Yapτq obtemos que µpYτ q “ µpYq ą 1 ´ , pois
apτq P Λpµq. Agora usando o Teorema de Mudança de Variáveis como na referência Rudin



































































ϕpyqSf pxap´τq, sτ qdµ` 1 ` 2,
onde sτ “ δe2τ ě t0, yap´τq P Y sempre que y P Yτ e |1|, |2| ď C1 para algum C1 ą 0.
Por 4.8 segue que existe C ą 0 tal que
|Ipτq| ď C
para todo τ ě τ0. Portanto, lim




Observação 4.2. Suponha que A Ă Λpµq, então pela Observação 4.1 segue que µ é
preservada pela ação de Q “ tapτqupsq : τ, s P Ru sobre X. Como G “ SLp2,Rq é
unimodular, X possui uma medida ν Boreliana G-invariante σ-finita. Agora sejam x P X
e Hpx; δq “ txhpsq : |s| ď δu. Se 0 ă δ ă 0.1 é suficientemente pequeno, então para cada
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y P Qpx; δq e cada z P Hpx; δq a interseção Hpy; 10δq XQpz; 10δq é exatamente um ponto
p “ ppx, yq. Definimos
Hpyq “ Hppq “ tppy, vq : v P Hpx; δqu,













para todo p P Bδpxq. O conjunto Bδpxq é similar ao conjunto
ď
sPr´δ,δs
ψspW px; δqq, o qual foi
introduzido no Capítulo 3. Sem perda de generalidade podemos assumir que µpBδpxqq ą 0 e






Pelo Lema 4.2 a ação de A sobre pX,µq é ergódica e como Ω é invariante pelo fluxo
geodésico segue que µpΩq “ 1. Também a ação de A sobre pΩ, νq preserva medida. Seja ν¯
a medida Boreliana em X definida por ν¯pDq “ νpD X Ωq para cada subconjunto Boreliano
D Ă X.
Definição 4.1. (Desintegração de uma Medida)
Seja pX,B, µq um espaço de probabilidade. Uma desintegração de µ relativamente a uma
partição P é uma família tµp : p P Pu de probabilidades sobre X tal que, para todo E Ă X
mensurável:
1. µppP q “ 1 para µˆ-quase todo P P P;




µppEqdµˆpP q, onde µˆ é a medida quociente definida por µˆpCq “ µppi´1pCqq
para cada C P Bˆ; Bˆ é a σ-álgebra dos subconjuntos mensuráveis da partição P .
Lema 4.3. Com as notações anteriores temos que:
1. νpΩq ă 8 ;
2. µ “ ν¯
νpΩq .
Demonstração. Seja f uma função contínua sobre X com suporte compacto. Como a ação
de A sobre pX,µq é ergódica, então existe Cf Ă Bδpxq com µpCf q “ µpBδpxqq tal que se
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fdµ, nÑ 8. (4.9)
Agora, desintegrando a medida µ ao longo das folhas central-instáveis, podemos tomar um
conjunto C˜f Ă Bδpxq com µpC˜f q “ µpBδpxqq tal que se z P C˜f , então
µzpCf XQpzqq
µzpQpzqq “ 1,











Nós temos que νpBf q “ νpBδpxqq e νpΩf q “ νpΩq. Se z P Bf , então z P Hpyq para algum
y P Cf . Como as H-órbitas são contraídas pela direção negativa do fluxo geodésico obtemos
que
dXpza´n, ya´nq Ñ 0, nÑ 8.
Do fato anterior e de 4.9 segue que
Sf,npzq Ñ fµ, nÑ 8
para todo z P Bf . Além disso, como f é uniformemente contínua em Ωf segue que
Sf,npωq Ñ fµ, nÑ 8 (4.10)
para todo ω P Ωf . Seja f não negativa com fµ ą 0, então pelo Lema de Fatou como na












o anterior prova que νpΩq ă 8. Do Teorema da Convergência Dominada como na referência












para cada função f contínua sobre X com suporte compacto, portanto, µ “ ν¯
νpΩq .
Teorema 4.3. Suponha que A Ă Λpµq. Então Γ é um reticulado e µ é G-invariante.
Demonstração. Suponha que A Ă Λpµq. Tendo em conta o Lema 4.3 só precisamos provar
que ν¯ “ ν, para isso é suficiente provar que para cada p P X temos que
νpO0.1δppq ´ Ωq “ 0,
onde Oγppq “ pOγpeq. Definamos
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Ω¯ “ tω P Ω : ωa´n P B δ
2
pxq para infinitos n P Z`u.
Como a ação de A sobre pΩ, µq é ergódica temos que




logo, νpΩq “ νpΩ¯q. Se ω P Ω¯, então Hpω, 10δqa´n Ă Hpyq para algum n P Z` e algum
y P Bδpxq. Isto implica que Hpω, 10δq Ă Ω para todo ω P Ω¯, pois Ω é A-invariante. De
fato, ωH Ă Ω para todo ω P Ω¯. Seja
Ω˜ “ tw P Ω : µωpΩ¯XQpω; 10δqq
µωpQpω; 10δqq “ 1u,
onde µω é a medida Q-invariante em ωQ, como µ “ ν¯
ν
é Q-invariante temos que
νpΩ˜q “ νpΩq. (4.11)
Se ω P Ω˜ da definição de Ω˜ segue que
νpBδpωq X Ωq “ νpBδpωqq. (4.12)
Por 4.11 obtemos que
νpBδpωq X Ω˜q “ νpBδpωqq
para todo ω P Ω˜. Agora seja p P X, então podemos encontrar x “ ω1, ω2, ..., ωn tais que
ωi P Bδpωi´1 X Ω˜q, i “ 2, ..., n e O0.1δppq Ă Bδpωnq, então por 4.12 obtemos que
νpO0.1δppq ´ Ωq “ 0
para todo p P X, consequentemente temos que
νpO0.1δppqq “ νpO0.1δppq ´ Ωq ` νpO0.1δppq X Ωq “ νpO0.1δppq X Ωq “ ν¯pO0.1δppqq
para todo p P X, portanto, ν “ ν¯. Finalmente, do Lema 4.3 segue que Γ é um reticulado e
µ é uma medida G-invariante em X.
Teorema 4.4. (Classificação de Medidas Invariantes pelo Fluxo Horocíclico)
Seja µ uma medida ergódica Boreliana de probabilidade U -invariante em X “ ΓzG. Então,
ou Γ é um reticulado e µ é G-invariante ou µ está suportada sobre uma órbita periódica
de U .
Demonstração. Seja µ uma medida ergódica Boreliana de probabilidade U -invariante em
X e suponha que µ não está suportada sobre uma órbita periódica de U , então pelo
Teorema 4.2 segue que A Ă Λpµq e pelo Teorema 4.3 concluímos que Γ é um reticulado e
µ é G-invariante.
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4.2 Fechamentos Orbitais do Fluxo Horocíclico
Na seção passada foi provado uns dos pilares fundamentais da Teoria de Ratner,
nesta seção final iremos estudar o comportamento das órbitas horocíclicas xU, x P X “ ΓzG
quando seu fecho é compacto e Γ não é um reticulado. Se Γ for um reticulado segue do
Teorema 3.2 que ou xU é periódica ou xU é densa em X, então até agora não sabemos
que acontece quando Γ não é reticulado.
Teorema 4.5. (Fechamentos Orbitais do Fluxo Horocíclico )
Seja Γ um subgrupo discreto de G “ SLp2,Rq que não é um reticulado. Suponha que x P X
e xU é compacto em X. Então xU “ xU é uma órbita periódica.
Demonstração. Seja Γ um subgrupo discreto de G que não é um reticulado. Suponha que
x P X e xU é compacto em X. Considere o conjunto Mpx, Uq como no Capítulo 3, então
µpXq “ 1 para todo µ PMpx, Uq. Seja µ PMpx, Uq tal que supppµq Ă xU, pelo Teorema
4.4 existe y P supppµq tal que yU é uma órbita periódica. Como Γ não é reticulado temos
que A Ć Λpµq, então a compacidade de xU garante a existência de r ą 1 e  ą 0 tais que
dXpyUaprq, xUq ě . (4.13)
Vamos raciocinar pelo absurdo, então vamos que supor que xU é uma órbita não periódica.
Como yU Ă xU existem t ą 0 e z P yU tais que
p “ xuptq “ zapτqhpbq P W pz; δq
para certos r, b com |r|, |b| ă δ e b ‰ 0, onde δ ą 0 é selecionado de tal forma que
δ ă 0.001e´r. Agora, como bpy, sq “ bp1 ´ bse´2τ q e τpy, sq “ lnpeτ ´ sbe´τ q temos que
se eτ ´ sbe´τ “ er, então
τpy, sq “ r, |bpy, sq| ď 0.01.
Por outro lado, dXppupαpy, sqq, zupsqaprqq “ dXpzupsqaprqhpbpy, sqq, zupsqaprqq “ |bpy, sq| ď




As provas dos Teoremas 3.1, 3.2 e 4.4 apresentadas neste trabalho usaram o fato
que U é um subgrupo horoesférico para apτq com τ ą 0, isto é, tg P G : ap´nτqgapnτq Ñ
e, n Ñ 8u. Isso não é necessariamente verdadeiro se U é um subgrupo unipotente
uniparamétrico de um grupo de Lie geral G. Por causa disso, essas provas não podem ser
estendidas ao caso geral.
Existem muitos caminhos a se seguir. Em linhas gerais estão o estudo fino
de medidas invariantes. Um exemplo mais diretamente ligado ao projeto, e agradeço em
particular ao Prof. Carlos Maquera pelas sugestões, seriam analisar ações unipotentes
associadas à ações de Anosov. No contexto desta dissertação de mestrado a ação foi
uniparamétrica (fluxo). Outro problema a se atacar é tentar generalizar para ações o artigo
Bowen e Marcus (1977).
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